Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Terminale S spécialité Amérique du Nord 2018 :
Modele de Lotka - Volterra, une généralisation

La partie B de I'exercice 4 de ce sujet présentexample d’évolution selon un modele proies / peids.
On se propose ici d’étudier quelques aspects dapproximation de ce modéle.

1. Le modeéle discrétisé (Lotka-Volterra)
On s’intéresse a la cohabitation sur un territdealeux espéces : des proies et leurs prédateurs.
On convient d'une année de référence et on nglie nombre de proies ef, le nombre de prédateurs a une

certaine date de cette année-la.
Pour tout entier naturel on noteu, le nombre de proies @tle nombre de prédateurs a la date anniversaire,
nannées plus tard.

On suppose qgu'il existe quatre réels strictemesitif® h, m, a, S avec en outr® < m<1 tels que pour
U+ = 1+hu —axu. XV

tout entier natureh: { " (1+hu, n *Vn
Vi = (1_ m)vn +B%xu, XV,

. " e . " 1+h
Ces relations ont un sens sous condition de pasitiwest-a-dire sous condition qug< —
a

Ces relations de récurrence s’écrivent, de facomivakgnte pour des populations non nulles :

mei Sz hoay, (1)

n

Y1 = _m+ Bu, (2)

La relation (1) exprime le taux de variation d@dgpulation des proies.
» Le coefficienth est le taux d’accroissement naturel de cette pdipul di a la natalité en I'absence
de prédateurs.
* Leterme-av, exprime que le taux de mortalité est proportioreanksl population des prédateurs, le

coefficient de proportionnalité étant.

La relation (2) exprime le taux de variation d@dgpulation des prédateurs.
» Le coefficient—m est le taux de mortalité annuel de cette populatio
* Le terme Bv, exprime que le taux de natalité est proportiorsnda population des proies, le

coefficient de proportionnalité étayt.

1. Montrer qu'il existe un état stable non nul, castire des valeurs de,et v, non nulles telles que les
suites (u,) et (v,) sont stationnaires. On note respectivemest v ces valeurs non nulles qui rendent
stationnaires les deux suitgs,) et (v,).

X, =u,~u
Yn=Vh—V

2. On définit deux suites auxiliaires par, pour toatier natureln : { . Etablir que ces suites

Xy = % =Ty —ax, xy
+1 ,8 n n

auxiliaires satisfont les relations de récurrence : h .
yn+1:7xn +yn + ﬂ anyn
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On se propose d’étudier une approximation de ci gpipasse pour des situations proches de I'&ngeili

Pour cela, on ne tient pas compte des termes praguiy, dans les relations de récurrence que I'on vient
d’établir, en les considérant comme négligeabliedivement aux termes linéaires.

On convient de retenir comme relations de récuset@pproximation les relations

am
Xpe1 = X =— Y 1 -am
£ cestaddire matriciellement|: ™ | = B x| ™
I sh c'est-a-dire matriciellemen e =, h y
—_ n+ i~ n
Voa =506+, .
AL
On noteA la matrice : A= B
|
a

Par une récurrence évidente, il apparait que patrehtier naturah : @”J =, A" X(?J
n 0

Un enjeu majeur est de parvenir a calcudér

_am

0 -

10

Onpose ;| = i R= 14 . Avec ces notationsA=1+R
il0 1 gi IBh 0

a
2. Calcul de la puissance-iéme de la matriceA, un premier résultat.

2.1.Calculer les matrice®® ; R® ; R*.

2.2. Soitk un entier naturel. Exprimer en fonctionkdenetm les matrices R* ; R** ; R¥**2 . R%*3,

2.3.Montrer que pour tout entier naturei

A=l Y n h2km2< — D n h2ed 2 || 4 D n 2K — D n R M2t R
ocaren 4K acdkroen\ 4K +2 9\ xdroen\ 4K +1 xdkraen\ 4K +3

Il reste a condenser ces expressions en sigma.
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3. Des expressions condensées des sommes sigma aiaess plus général.

On rappelle le résultat obtenu dans le problemenands et campagnols », que I'on ne redémontreeipas
« Soitx un nombre réel strictement positif. On considénedmbre complexe z=1+i x

N ax n 4K+2
X)= X = X
il Os%Sn[Aka K4kz+25n(4k + 2)

n n
b.(x)= 4k+1 _ 2Kk+3
n(X) Z4§25n(4k +JX $4§35n(4k +3j X

3.1.En appliquant ces résultats pour une valeux dee I'on précisera, exprimer la matriég (Utiliser la
forme trigonométrique, que I'on précisera, g

alors : 2" =a,(x)+ib,(x) »

)

Sion pose:
9

3.2.Donner des formules explicites poxy et y,, .
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3. Eléments de correction

u=(L+hju-axuxv

1. S'il existe un état stabléu ; v), cet état doit étre tel que: c'est-a-dire tel que
(1-m)v+ Bxuxv

h-av)xu=0
( ) . On obtient un état stable non nul av ;m v =D
(Bu-m)xv=0 B a
_ m
X, =Uu, _E
Les suites des écarts a I'équilibre seront défipades relations I o
Yn =V _E
2. Les termes de rangs consécutifst n+ 1 des suites auxiliaires vérifient :
m _ m m h
Xn+1 +E - (1+ h)(xn +E j T O'X[Xn +ij(yn +;J
h h m h
+—=(1-m +— |+ +— |x +—
Y+ = )(yn aj ) [J’(xn ﬂj (yn aj
_ am
Xae1 = X _Tyn —a X, XY,
c'est-a-dire les relations:
gilbertjulia2018 _ IBh
yn+1_7xn +yn + :8 Xy X Yn
_ am
X1 = % ‘7 Yn
On retient comme relations de récurrence d’appration les relations:
o yn+l :@Xn + yn
a
AL
C'est-a-dire, matriciellemen(:X””J = 4 X(X”J
yn+1 9 @ 1 yn
a
1 _am g _am
B 1 -au 10 B 0 -au
On poseA=_ = = " R= =
gi ﬂ 1 ,BV 1 il0 1 @ 0 ai ,BV 0
a a

Avec ces notationsA=1+R
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X0

Yo

X
2. Pour tout entier natureh : ( ”ngj A“x(

Yn

] et la question majeure est maintenant d’expliciter

A" =(I +R)".
2.1.R’=-hml ;: R®®=-hmR; R*=h?m?|

. . Kk Kk ,
2.2. Soitk un entier naturel. Alors R* = (R“) = (h2 m’ I) =h* m?™ | et en conséquence :

R4k+l — h2k m2k R : R4k+2 - _h2k+l m2k+l | : R4k+3 — _h2k+l m2k+l R

23.A"=(1 +R)" = ,:n[
j=0

n n n n
An - ( j R4k + . ( J R4k+l _ ( j R4k+2 _ ( J R4k+3
Os4zksn 4k ! ]s4kz+]sn 4k +1 Z4I<Z+L<n 4k +2 $4kz+3sn 4k +3

n

R’ ce qui donne, en ordonnant suivant les valeurpdissances de :
J

Compte tenu des valeurs de ces puissances de esatric

n n n n
An - h2km2k _ h2k+l m2k+l | + h2km2k _ h2k+l m2k+l R

3. 0n appligue les formules avex =,/ hm:

alim), = 3 (a5 (0 e

0<4ksn 2<4k+2<n

_ n 2k -2k _ n K1 2kl
n(ﬁ)_ K4kz+2gn[4k+ljh m \/h_ Z [4k+3jh lrn \/m

3<4k+3<n

Alors : (1+i/m] =, {/hm)-+it, (/m)
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On obtient :

3 (= 3, (ot <l i)

O<4ksn 2<4k+2<n

n n oo 1 _
mgk (4k+ljh2km2k _$4kz+:3< £4k+3jh2k Lt = — |m[(l+|,/ hmm

Or le module dez est égal a,/1+ hm et un argumen¥ est déterminé par ses lignes trigonométriques

. Le réeIarccoE J en est un.

1
A1+ hm

Dans ces conditionsA" = (,/1+ hm)n(cos(n O)l +sin(n H)% RJ
m

codnéd) —%\/%sin(nﬁ)

%\/% sin(nd) codnéd)

%=, (W)”(xocos(ne)—%\/% yosin(ne)J
=, (m)vlg\f% wosin(n6)+y, cos(nH)J

. n . AN — "
La matriceA" est la matrice A =, (,/1+ hm)

3.2.Si la situation initiale esEXOJ alors :
0

Il en résulte les relations suivantes poyr, v,, :

u, =X, +g = g+ (\/m)”uuo —%Jcos(ne)—%\/%(vo —ngin(nH)j
v, =Y, +g = £+ (\/m)n(g\/%(uo —%) sin(n¢§’)+(v0 —gjcos(né’)J

La présence du tern(e/1+ hm)n montre l'instabilité a laquelle on aboutit enadéisant. Cette modélisation

a un sens pour des valeurs initiales proches dailiBre, pour un coefficient+ hm qui n’est pas beaucoup
plus grand que 1, et pour des petites valeurs(denc sur un court terme).
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4. Un exemple

U,.; =212u, — 0002xu, xv,

Supposons
Vo = 075v, +0,0001xu, XV,

Dans ce cas, I'état stable dst= 2500; v =100).

Les formules explicites da, et dev, font I'objet de
définitions fonctionnelles

U, = 2500
Supposons en outre gye
V, =105

Y

Les colonnesue et ve sont calculées a partir de
formules de récurrence exactes. Les colom@est va

,soit:h=02; m=025; a=0002; £=0,0001

©gilbertjulia2018

Define j(h,m,n,.b,wo,vo,n]:%+(1+h- m?

Define g(h,m,a,b,ua,

L=

(uofﬂ]-cos n- cos’| i —l-jE- w,fi '
b/ | [thm | B |n a
{rerminé
n
1'a,n):£+(1+h- m) 2. (1‘0*1 - cos|n: cos |||+ 2- ]Z (ug—ﬂ 2
a \ a \ m a |m b
Terminé

sont calculées avec les formules explicites du heo
d’approximation.

Ce qui donne des nuages de points de ce genrdefgn
avec les relations de récurrence de Volterra, egao
avec les formules explicites d’approximation). ux
des proies.

€ Ann Fue [Cve Dua Eva F G H
= =seq(r =seq(roun=seq(maxi

1 0| 2500 105 2500. 105. gilbertjulia2018
2 1| 2475. 105. 2475. 105.

3 2| 2450.| 105. 2450. 105,

4 3| 2426. 104. 2426. 104.

5 4| 2407.| 103. 2405. 104.

6 5| 2393. 102. 2387. 103.

7 6| 2383.| 101. 2375. 101.

8 7| 2378. 100. 2367. 100.

9 8| 2378. 99. 2367. 99,

10 9| 2383. 98. 2372. 98.

alil 10| 2393. 97. 2385. 96.

12 11| 2407. 96. 2403. 95,
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