CG Marocain 2025

Fonctions absolument monotones

Il s’agit d’un travail personnel, qui ne prétend pas étre une correction « officielle ».

Partie 1 : Exemples et résultats généraux.

1.1 Premiers exemples.

1.1.1. La fonction exponentielle est sa propre dérivée. Elle est indéfiniment dérivable sur R et sa dérivée
d’ordre n est elle-méme, quel que soit cet ordre.

La fonction exponentielle étant strictement positive sur R, il en est de méme de toutes ses dérivées : elle est

absolument monotone.

2x

1.1.2. La fonction f s’écrit aussi: f(x) = —

1 1
(1-x)2 + (1+x)2

La dérivée premiére de la fonction f est la fonction définie par: f'(x) = sur l'intervalle ]0 ; 1[.

Par récurrence, nous pourrions démontrer que pour tout entier strictement positif n :

1 1
F™(x) = (n) x <(1 — )+t + 1+ x)""'l)

De ce fait, f est indéfiniment dérivable sur JO; 1[. Toutes ses dérivées sont strictement positives sur cet
intervalle, comme sommes de deux fonctions strictement positives sur ]0 ; 1].

Cette fonction f est absolument monotone sur |0 ; 1].

1.1.3. Une condition suffisante est que tous les coefficients de la fonction polynomiale soient supérieurs ou
égaux a zéro (car alors cette fonction est une somme de mondmes tous positifs sur [0 ; +oo] .

Réciproquement, étudions la contraposée. Supposons qu’une fonction polynémiale f(x) = Y-, a,x¥ ait au
moins un coefficient strictement négatif. Soit p le plus petit indice pour lequel le coefficient est négatif. La
dérivée d’ordre p de f est une fonction qui se présente sous la forme : (p!).a, + x X Q(x) ou Q est une
fonction polyndmiale. f®)(0) a pour valeur (pY.a, en zéro, valeur qui est st strictement négative. En
conséquence, f a au moins une dérivée qui n’est pas positive ou nulle sur [0 ; +oo[, elle n’est pas absolument
monotone. Une fonction polynomiale est absolument monotone si et seulement si tous ses coefficients sont

positifs ou nuls.

Gilbert JULIA gjmaths.fr 1



CG Marocain 2025

1.2. Un autre exemple
1.2.1. La dérivée premiére de la fonction f est la fonction définie par: f'(x) = ﬁ sur I'intervalle [0 ; 1[ Par

récurrence, nous pourrions démontrer que pour tout entier strictement positif n :
(n—1)!
1-x)"

De ce fait, f est indéfiniment dérivable sur [0; 1[. Toutes ses dérivées sont strictement positives sur cet

f(n) (x) =

intervalle. Cette fonction f est absolument monotone sur [0; 1].

1.2.2. La dérivée de la fonction u,, est définie par:

, 1 X X
un(x)zl_x—Zx T 1«

Il s’agit d’une fonction négative sur [0 ; 1[. La fonction u,, est donc décroissante sur [0; 1[.

n+1 n —
La dérivée de la fonction x — x1—x est la fonction x — x((r# De ce fait, on obtient :
Ny _ (1 —
o () = x"(n—(n—1x)
(1—-x)?

Il s’agit d’une fonction positive sur [0 ; 1[. La fonction v,, est donc croissante sur [0; 1].
Les fonctionsu,, et v, s'annulent toutes deux en zéro, u,, est décroissante tandis que v, est croissante sur

I'intervalle [0; 1] : La fonction u,, est négative, et la fonction v, est positive sur [0 ; 1[.

1.2.3. Des deux inégalités précédentes, nous déduisons :
n+1
1—x

La suite (U, (x))nen~ €St encadrée par la constante —In(1 — x) et par une suite qui converge vers cette méme

—In(1-x) <u,(x) <-In(1—-x)+

constante (puisque x est un réel de I'intervalle [0 ; 1[, la suite (x™*1) est une suite géométrique convergente
. s ‘o
vers zéro). D’apres le théoreme des gendarmes :

La suite (U, (X)) nen« converge elle-méme vers —In(1 — x).
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1.3. Quelques résultats généraux
1.3.1. La positivité de f est une hypothese (f est sa dérivée « zéro-eme »).
La croissance de f est due au fait que sa dérivée premiére est par hypothése positive sur /.

La convexité de f est due au fait que sa dérivée deuxieme est par hypothése positive sur /.

1.3.2. Supposons que f soit une fonction absolument monotone. Pour tout entier naturel n, la dérivée n-eme
de la fonction dérivée f’ est, par définition, la dérivée (n + 1)-éme de la fonction f. 'absolue monotonie de f
implique que f’ est indéfiniment dérivable avec toutes ses dérivées positives ou nulles sur / : la fonction dérivée
f’ est elle-méme absolument monotone.

Réciproquement, si f est une fonction dérivable dont la dérivée f’ est absolument monotone, alors pour tout
entier n supérieur ou égal a1: f™(x) = f'™=D(x) > 0 pour tout x appartenant a /.

L'absolue monotonie de f’ assure la positivité des dérivées f(”) a tous les ordres a partir de 'ordren = 1. Si
on ajoute comme hypothése complémentaire « f positive », alors la positivité est acquise aussi pour l'ordre

n = 0. La fonction f est absolument monotone. D’ou I'équivalence.

1.3.3. Pour tout entier naturel n: (f + g)™ = (/)™ + (g)™. La positivité de ()™ et de ()™ sur |
implique celle de leur somme. Ce qui justifie que (f + g) est indéfiniment dérivable avec des dérivées de tous

ordres positives. La fonction somme est absolument monotone.

D’autre part, en ce qui concerne le produit :
(F9)@ = (HO(g)® = fg. La positivité sur | des deux fonctions f et g implique celle de leur produit.

Pour tout entier n strictement positif nous pouvons appliquer la formule de Leibniz :

n

f9™a= Z (7) reogo

k=0
La fonction (fg)(") apparait comme étant une somme de fonctions positives sur /, elle est positive sur /.
Le produit fg est indéfiniment dérivable avec des dérivées de tous ordres positives.

La fonction produit est absolument monotone.

Il en est ainsi également d’une fonction k X f ol f est une fonction absolument monotone et k une constante

positive. (Une fonction constante positive étant absolument monotone).

X

Par exemple la fonction x — est absolument monotone sur ]0 ; 1[ parce que son double l'est.

1-x2
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1.3.4. Montrons que pour tout entier naturel n, la dérivée n-eme de la fonction exp (f) est de la forme :

(exp ()™ = g, x exp (f) ou g,, est absolument monotone sur /.

Initialisation : (exp (f))(®) = 1 X exp (f). Au rang zéro, g, est la fonction constante égale a 1 (qui est

absolument monotone).

Hérédité : Supposons que, pour un certain entier naturel n, la propriété ., : « (exp ()™ = g,, X exp (f)

ou g, est absolument monotone sur /.» soit vérifiée.

Alors au rang suivant :  (exp (f))™*D = (g,, X exp(f))' = (gs, + f'. gn) X exp(f)

Les fonctions dérivées g,, et f’ sont absolument monotone d’aprés 1.2 et le cocktail g,41 = gn + f'. gn €st
absolument monotone d’aprées 1.3. La propriété §,, est héréditaire.

Etant initialisée au rang O et héréditaire, la propriété g,, est vraie pour tout entier naturel n.

Ainsi, quel que soit I'entier naturel n, la fonction (exp (f))™ = g, x exp (f), en tant que produit d’une
fonction absolument monotone et d’'une fonction positive, est positive.

La fonction exp (f) est indéfiniment dérivable et ses dérivées de tous les ordres sont des fonctions positives :

Elle est absolument monotone.

1.3.5. Remarquons que 1n(g(x)) = — %ln (1 — x?) qui est une fonction strictement positive sur |0 ; 1]

x
1-x2°

Sa dérivée est la fonction définie sur ]0 ; 1[ par: (ln(g(x)))’ =
Nous avons établi que cette fonction est absolument monotone sur ]0 ; 1][.
La fonction 1n(g(x)) étant positive et ayant une dérivée absolument monotone I'est aussi, et I'exponentielle

de cette fonction, c’est-a-dire g, I'est également.

. 1
La fonction x +— 7 est absolument monotone sur |0 ; 1[.

1.3.6. D’apres les questions précédentes, si f et @ sont absolument monotones, leurs dérivées successives sont
elles aussi absolument monotones. Pour tout entier naturel k, les fonctions £ o ¢ et ¢(¥) sont de plus des

fonctions positives sur I'intervalle J.

Etudions ce qu’il se passe quand on dérive une fonction de la forme (f(i) ° q)) X ((p(j))k
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Etudions les dérivées de la fonction composée f o .

La formule de dérivation d’une fonction composée s’écrit ainsi: (f o @)’ = (f' o @) X ¢’

La dérivée premiere est un produit de fonctions positives sur J.

Pour la dérivée deuxieme: (f o )@ = ((f' o ¢) X go'), =(f@op)x ()2 + (f op) x 9@ . Cest un
cocktail additif de fonctions positives sur J, (f o )@ est positive sur J.

On peut considérer la propriété g, :

« (f o @)™ est une somme de fonctions de la forme (f(i) ° <p) X ((p(jl) <p(jk)) ou les indices sont tels que
0<i<netj;+-+j,=n>»

Cette propriété est initialisée aux rangs 0, 1 et 2. Etudions son hérédité.

Etudions pour cela ce qu’il se passe quand on dérive une fonction de la forme (f(i) o <p) X ((p(jl) (p(jk)) :

((f(i) o (p) % ((p(jl) ___(p(jk))), = (f(i+1) o (p) X @' % ((p(jl) ".(p(jk)) + (f(i) o (p) % ((p(jl) ___(p(jk))’
On constate que les ordres de dérivation de f sont inférieurs ou égauxan + 1 (a cause de l'indice i + 1 et que
la somme des ordres de dérivation des fonctions phi est égal a n + 1, aussi bien dans ¢’ X ((p(jl) (p(jk)) que
dans ((p(jl) (p(jk))’ =Yk | pUD . @UutD UK (cette somme est j; + -+ j, + 1 dans chaque cas).
Par conséquent, chaque fonction (f(i) ° go) X (go(jl) (p(jk)) génére par dérivation une somme de fonctions
de la forme analogue (f(i) o (p) X (go(jl) ...(p(fk)) avec maintenanti <n+1etj; +---+j, =n+1.
Si on suppose qu’a un certain rang n entier naturel (f o ¢)(™ est une somme de fonctions de la forme
(f® o @) x (pU?) ..9UK) ou les indices sont tels que 0<i<netj; +-+j; =n, alors a l'ordre de
dérivation n + 1 (f o @)™ (f o )™ est une somme de fonctions de la méme forme o les indices sont
telsque 0 <i<n+1etj; + -+ j, = n+ 1. Ce quijustifie 'hérédité.
La propriété en jeu est donc vérifiée pour tout entier naturel n.
(f o (p)(”) est de ce fait un cocktail additif et multiplicatif de fonctions positives sur /, elle est positive sur /.

f ° @ est une fonction absolument monotone puisque toutes ses dérivées sont des fonctions positives.

Gilbert JULIA gjmaths.fr 5



CG Marocain 2025

Partie 2 : Formule de Taylor avec reste intégral

2.1. Formule de Taylor avec reste intégral

2.1.1. Soit k un entier strictement positif. Effectuons une intégration par parties sur l'intégrale :

b —_ #)k-1
Rk—l :f &f(k)(t).dt

a (k= 1)!
Posons pour cela : u'(t) = (Izkt)l)' u(t) = —u s v() = FOw); V) = FED(@)
Nous obtenons :
(b ) X O .
Rg—y = |- ———x f! )(t) —,f( )(t).dt
Soit :
b —a)k
Ry = % x f®(a) + Ry

2.1.2. Calculons d’abord I'intégrale Ry :

b (b _ )0 b
Ro= [ o fP@de = [ F/@de=[FOL = F6) - f@
a a
Puis écrivons la formule de récurrence précédente depuis le rang 1 jusqu’au rang n :
f) = f(@=Ry=(b-a)xfP(@)+Ry

% X f(z)(a) +R,

Ryp_1 = (bn—) f™(a) + R,

Ry =

En ajoutant membre a membre ces n égalités, nous observons une élimination télescopique des termes R;. Il

reste :

n b— k
FO) - F@ =R = Y L f @) 4 v,
k=1

Nous pouvons incorporer le terme « f(a) » dans la sommation, a condition d’initier cette sommation a I'indice

2éro :

n b—
Fiby = LoD pogg) f O e e)a
k=0
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2.2. Etude de quelques suites.

X . . .
;“), qui est elle aussi une suite de
n

2.2.1. Soit (x;,) une suite de réels strictement positifs telle que la suite (

réels strictement positifs, a une limite nulle. En raison de la nullité de cette limite, il existe un entier n tel que :

Xn+1

1
n=n, = 0< <>

Xn

1
Nous obtenons: n=>n;, = 0<x,41 < > %n

A partir de son rang n, la suite (x,,) est majorée par une suite géométrique de raison plus petite que 1. Plus

. 1\ "o
précisément : x, < xp X (E)
C’est-a-dire que la suite psitive (x,) est majorée par une suite qui converge vers zéro :

La suite (x,,) converge elle-méme vers zéro.

. . P .. an , . .
2.2.2. Soit (x;,) la suite définie explicitement par x,, = —ou lambda est un réel strictement positif.

Le quotient de deux termes strictement positifs est :

nt1 _ A
Xn n+1

Il s’agit la d’'une suite de réels strictement positifs qui a une limite nulle et qui satisfait les hypothéses de la

question 2.2.1.

n

La suite (x,,) définie explicitement par x,, = — converge vers zéro.

2.3. Application au calcul d’'une limite

2.3.1. On applique la question 2.1 a la fonction exponentielle avec a = 0;b = x

2.3.2. Soit x un nombre réel non nul.

—_+\n
Lobjectif de cette question est de majorer I'intégrale f; (xnt') exp(t) .dt.

Appliquons a I'intégrale en question le changement de variable :u = x —t

x (x _ t)n 0 xqn
f ———exp(t).dt = | —exp(x —u).(—du) = | —exp(x —u).du
n! o ! o n!

Gilbert JULIA gjmaths.fr 7



CG Marocain 2025

Premier cas : x est strictement positif.
Pour tout réel t appartenant a I'intervalle [0;x] : 0 <t < xdonc1 <exp(t) <exp(x)et 0<x—-t<x.

Nous en déduisons que pour tout réel t appartenant a l'intervalle [0 ; x] :

<O ) = E L ep)

Les intégrales de ces deux fonctions sur I'intervalle [0 ; x] sont dans le méme ordre :

x _\n x _\n x _\n n+11%
Osfo * I 2 ——exp(t) dt<f0( I 2 exp(x)dt—exp(x)f ( ) t—exp(x)[ %

Nous obtenons I'inégalité :

X ( ) n+1
0< ———exp(t dt < exp(x).————
| e dr < ). g,
Deuxiéme cas : x est strictement négatif.
Appliquons a l'intégrale le changement de variable : u = x — t, ce qui a pour effet de mettre les deux bornes

d’intégration « dans le bon ordre » puisque x < 0 :

X

x( _ )n y Oun q B 0 un q
fo — ———exp(t) .dt = mexp(x—u).(— u) —L <_ﬁ> exp(x —u).du

Pour toutréel ttelquex <t <0

Appliquons a I'intégrale le changement de variable : u =t — x

fox(:l—_)ne p(t).dt = (_n W exp(x + u).du

—X
Pour tout réel t tel que x <t < 0, nous avons 0 < u < —x (la variable u est positive) et x < u + x < 0 donc
exp (x) < exp(x + u) < 1 et afortiori exp(x + u) < exp (|x|).

En conséquence, pour tout réel ttelquex <t < 0,

(_ n n

u
exp(x + u)‘ —l X exp(x +u) = — X exp(x +u) < — x exp(|x])

Considérons, en valeur absolue, les intégrales :
x (x _ t)n _
f ——exp(t) dt| = " ( )

o n!

—X
En raison de leur compatibilité avec la relation d’ordre :

exp(x + u) .du| =

f_x Cw” exp(x + u).du
0 n!

f_x Cw” exp(x + u).du
0 n!

—xn (_x n+1
fo -l x exp(|x|) .du = m x exp(|x])
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En fin de compte, quel que soit le signe de x, nous pouvons regrouper les deux inégalités en une seule :

fx M exp(t).dt
0

| n+1

< ——; X exp(|x])

n! T (n+1)!

|x|n+1

(n+1)!

2.3.4. Pour x fixé, la suite ( X exp(lxl)) est une suite qui converge vers zéro en vertu du résultat de

neN
la question 2.2.

(x—t)" L, . . ,
—exp(t) .dt est majorée en valeur absolue par une suite qui converge vers zéro, elle
: neN

La suite (f;c

n

converge elle-méme vers zéro.

2.3.5. Et de la relation trouvée en 2.3.1 nous pouvons déduire que :

ok
[exp(x) -> %‘ =
k=0

k
La suite ([exp(x) — Zﬁzo%])nm converge vers zéro donc :

fx (x;—'t)n exp(t) .dt
0 !

n_ = )
k=07 converge vers exp(x).
-/ neN

Partie 3 : Développement en série entiere et théoréme de Bernstein

3.1. Théoréme de Bernstein

3.1.1. Soit f une fonction de classe C* sur l'intervalle [0 ; a[ (fermé en zéro) et absolument monotone sur
I'intervalle ]0 ; a[ (ouvert en zéro).

La fonction f étant de classe C® sur I'intervalle [0 ; a[, cette fonction est indéfiniment dérivable sur I'intervalle
[0; a[, et pour tout entier naturel n, la fonction f(”) est une fonction continue en zéro.

De ce fait : f™(0) = Jlci_r)r(l)f(n) ().
x>0

Or, la positivité de la fonction f(”) sur I'intervalle ]0 ; a[ implique que sa limite en zéro est positive ou nulle :

31(i_r)r(1) f(")(x) = 0. Nous en déduisons que :
x>0

£™(0) > 0 pour tout entier naturel n.
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3.1.2. Par hypothese, x est un réel vérifiant 0 < x < a.

Appliquons la formule de Taylor avec reste intégral sur I'intervalle [0 ; x] :

)

n xk x(x_t)n (
— - (k) > r(n+1) — (n+1)
f@) ,;:0"’ X f0(0) + fo —— P (O.de = $,(x) + f T M@ e

Pour calculer le reste intégral, effectuons le changement de variable ¢ = xu. Nous obtenons :

n!

0 0 n

Soit, en remarquant que (x —xu)" = x" X (1 —u)™

T -0" _
fo S (o) de =

n+1

f (1 —w)" D (xu).du

Nous retrouvons bien :

f GO pnen(e)ae = Ry(x)

o n!

Ce qui prouve que : f(x) =8,(x) + R, (x)

3.1.3. Soit n un entier naturel.

Nous avons démontré dans la question 3.1 que toutes les dérivées de f étaient positives ou nulles en zéro, ce
k

qui justifie que ZLL:O% x £ (0) > 0.

Par ailleurs, par hypothése, f *1) est une fonction positive. Uintégrale fol(l — W) f+D (xy).du est celle

d’une fonction positive sur I'intervalle [0 ; 1], cette intégrale est positive.

Par conséquent : Sp.(x)=0; R,(x)=0

3.1.4. Le fait que f(x) = S, (x) + R, (x) et que R,,(x) = 0 implique que, pour x fixé, la suite (Sn(x))nEN est

une suite majorée par f(x). Or, cette suite (Sn(x)) est croissante car somme de termes tous positifs. (La

différence S,,.1(x) — S,,(x) vaut —— f(n“)(O) qui est positif).

(n+

La suite (S, (x est une suite croissante et majorée, elle converge.
n nenN

3.1.5. La fonction en question est ici la fonction x — %fol(l — )" f+D(xy).du définie sur l'intervalle

10 ; a[. Nous avons vu que, f étant supposée absolument monotone sur cet intervalle, toutes ses dérivées sont

des fonctions croissantes sur ]0 ; a[. En particulier, c’est le cas de la fonction f(n+1).
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Ainsi: 0 <x; <x, <a = 0 <x,u<x,u<a pour tout u de [0;1] et en raison de la croissance de la
fonction f*D | 0<x; <x,<a = 0< fF™D(xu) < F@D(x,u) pour tout u de [0;1]. Ce qui
implique une inégalité de méme sens : (1 — w)"f ™D (x;u) < (1 — w)™f ™D (x,u) pour tout u de [0; 1].

Les intégrales sur [0 ; 1] de ces fonctions sont dans le méme ordre :

1t 1t
0<x;<x,<a = ‘r?f (1 —w)" D (xu).du < ﬁf (1 —w)" f+D (x,u).du
+Jo +Jo

. R . .
La fonction x +— x’;&ﬁ) est une fonction croissante sur [0 ; 1].
3.1.6. En raison de la croissance de la fonction étudiée dans la question précédente :
R,(x) _R,(»)
I<x<y<a = e < i

En conséquence :

n+1

0<x<y<a =R,(x) < (W>Rn(y)

D’autre part, f(y) = S,(¥) + R,(¥) = R,(¥) = 0 puisque nous avons vu que S, et R,, sont des fonctions
positives. En fin de compte :

xn+1 xn+1
0<x<y<a=0<R,(x) < <W>Rn(y) < (yn+1>f(y)

3.1.7. Soit x un nombre réel fixé appartenant a l'intervalle [0 ; a].

k
Nous avons vu que f(x) = on% X fO0) + R, (x) .

Appliquons I'inégalité de la question 3.1.7 avec: y = x;—a :

o =2 50 =(e) 43

xX+a
n+1
2 . . . , . . 2
Le nombre Tia est strictement compris entre 0 et 1. La suite géométrique de terme général (F) converge

X

n+1

X

donc vers zéro. La suite positive (Rn(x))nEN est majorée par une suite qui converge vers zéro, elle converge

elle-méme vers zéro, ce qui implique que :

nok
et (52 rv0)

k=0
Nous pouvons définir cette limite ainsi :

+00

xk
D X PO = £

k=0
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3.2. Extension du théoreme de Bernstein a un intervalle centré en zéro

3.2.1. Ce résultat a été démontré dans la question 3.1.

3.2.2. Soit b un nombre réel fixé appartenant a I'intervalle [0 ; a[. D’aprés la question précédente :

+oo k

b
X FR© = Fb)

k=0
. . . bF k) - ; .
La suite de terme général o X fY(0) est celle des termes de cette série convergente : nécessairement, elle

converge vers zéro.

X

n+1
3.2.3. Larelation : R, (x) =— f01(1 — )™ £+ D (xy).du reste valable lorsque x € ]—a; 0[.

n

Nous avons vu que la fonction f(”“) était une fonction positive et croissante sur son domaine de définition.
Pour tout réel x de I'intervalle |—a ; O et tout u de l'intervalle [0;1] : —a < xu < 0.

Donc dans ces conditions : 0 < £ ™D (xu) < F+1(0)

1
n+1’

Par intégration : 0 < fol(l —wW)" FOHD (xu). du < f(”“)(O).fOl(l — W)™ du = F*D(0) x

Nous obtenons :

|x|1’l+1 |x|n+1

|Rn(x)| < = (Tl + 1) !

1
% (f(n+1)(0) X — 1) x (F™(0)

n!

|x|‘n+1

En vertu du résultat de la question 2.2.2, la suite ( ) est une suite qui converge vers zéro.
neN

(n+1)!
La suite (Rn(x))neN est majorée en valeur absolue par une suite qui converge vers zéro, elle converge elle-
méme vers zéro.

Du fait que pour tout entier naturel n, S,(x) = f(x) — R, (x) nous déduisons que :

La suite (Sn(x))nEN est une suite qui converge vers f(x).

3.3. Application a la fonction tangente

3.3.1. Les deux fonctions sinus et cosinus sont définies et indéfiniment dérivables sur I'intervalle ouvert

T

T . . . . . .
]— 5 E[' intervalle sur lequel la fonction cosinus ne s'annule pas. Leur fonction quotient, la fonction tangente,

est définie et indéfiniment dérivable sur cet intervalle ouvert ]—g ; %[

Sa dérivée premiere est la fonction définie sur]—g ; g[ par: f'(x) = (tan(x))’ = 1 + (tan (x))?
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d 1
<50 :
’ (cos(a))
Les dérivées d'ordre 1, 2 et 3 de la fonction ﬁ[f{l]] 2-sinly)
' W3
tangente d’aprés TI-Nspire dx2 [cos{.l]]
ﬁ[f{l]] 2|2 sinla))2+1)
- cost)

3.2.2. D’aprés le résultat de la question précédente : f'(x) = 1 + (f(x))?

La fonction f’ et la fonction f?2 different d’une constante. Elles ont la méme fonction dérivée, et plus

généralement, pour tout entier n au moins égal a 1: f (1 = (£2)(™
Nous pouvons appliquer la formule de Leibniz a propos du carré de le fonction f:

Pour tout entier n au moins égala 1:

n

FOrD) = (F2)) = Z (Z)f(k)f(n—k)_

k=0

3.2.3. Démontrons par récurrence forte la positivité sur l'intervalle [0 ; %[ des fonctions ™ pour tout entier

naturel n.

Initialisation.
La fonction tangente est le quotient de deux fonctions positives sur I'intervalle [0 ; g[ (les fonctions sinus et
cosinus). Elle est donc positive sur cet intervalle et il en est de méme de sa fonction dérivée premiere (qui,

guant a elle, est strictement positive vu son expression). La positivité de sur I'intervalle [0; g[ des fonctions

f(”) est donc vérifiée pour les rangs 0 et 1.

Hérédité.

Supposons que, pour un certain rang n au moins égal a 1, toutes les dérivées jusqu’a celle d’ordre n soient
. n _ . .

positives sur [0; g[ La formule f(+D = (£2)(W = y2_ (k)f(k)f(" ) montre que si toutes les dérivées

jusgu’a celle d’ordre n sont positives sur [0 ; %[, alors il en est de méme de f("+1) en tant que cocktail (additif

et multiplicatif) de fonctions positives sur [0 ; %[ La positivité des dérivées est vérifiée jusqu’a I'ordre (n + 1).

Cette propriété est héréditaire.
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Etant initialisée au rangs 0 et 1 et héréditaire a partir du rang 1, elle est vérifiée pour tout entier naturel n.
Toutes les fonctions f(”) sont des fonctions positives sur [O ; g[ (n entier naturel).

La fonction tangente est ainsi absolument monotone sur cet intervalle.

3.2.4. Les deux premiéres valeurs sont : ag = tan(0) = O eta; = 1 + tan?(0) = 1

Ensuite, en appliquant en zéro la formule de la question précédente, nous obtenons la relation de récurrence :

n
n
An+1 = (k) k- An—k-
k=0
La liste des 9 premiers nombres dérivés n- ' p {0,1,0,2,0,16,0,272,0,7936 |
émes en zéro d’aprés Tl Nspire ¥ ;[tan(_r}]|_r=0,n,0,9
X

On remarque que les coefficients de rangs pairs sont nuls, au moins jusqu’au rang 8.

3.2.5. Démontrons par récurrence forte que pour tout entier naturel p, a,, = 0
Initialisation.

La question précédente établit que cette propriété est vérifiée pour 0 < p < 4.

Hérédité.
Supposons que, pour un certain rang p au moins égal a 1, tous les coefficients pairs de rangs inférieurs ou égaux

a 2p soient nuls. Le prochain coefficient de rang pair est :

2p+1

2p+1
Aop+2 = z ( pk )ak-a2p+1—k
k=0

Or, dans chaque produit ax. azp41-k, la somme des indices k + (2p + 1 — k) = 2p + 1 est un nombre impair,
ce qui impligue qu’il y a un indice pair et un indice impair, l'indice pair étant entre 0 et 2p. Ainsi, d’aprés
I’hypothése de récurrence, dans chaque produit ag. azp41-k, I'un des deux facteurs est nul. Ce qui implique

2p+1
k

Si tous les coefficients pairs de rangs inférieurs ou égaux a 2p sont nuls, il en est de méme de tous les

2p+1
que la somme ¥, 2, Ak Azp41-k €St nulle.

coefficients pairs de rangs inférieurs ou égaux a 2p + 2 : la propriété de nullité des coefficients de rangs pairs

est héréditaire.
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Etantinitialisée aux rangs O et 1 et héréditaire a partir du rang 1, cette propriété est vérifiée pour tous les rangs.

Tous les coefficients de rang pair sont nuls.

Autre justification : Nous savons que la dérivée d’une fonction paire (resp. impaire) est une fonction impaire
(resp. paire). La fonction tangente définie sur I'intervalle ]—g ; g [ est une fonction impaire. Par conséquent,

toutes ses dérivées de rang pair sont des fonctions impaires. Ces fonctions impaires s'annulent toutes en zéro.

3.3.6.

Premier cas : x est positif.
. . T
Nous avons vu que la fonction tangente est absolument monotone sur l'intervalle [0; E[' Nous pouvons

appliquer le résultat de la question 3.1.7 :

k
tan (x) = lir_'l_l ( 220% X f(k)(O)) ol f désigne la fonction tangente.
n-+oo :
k
Soit : tan (x) = lirP (chl:o% X ak) car par définition f ) (0) = a,
n—-+oo !

k
X , N . . . . . . .
Or, la somme Zﬁ=o? X ay se résume a la somme des termes d’indices impairs, puisque tous ceux d’indices

pairs sont nuls. Il nous est possible de ne retenir qu’eux. Nous obtenons :

p
x2P+1

an 0= i, | 2, Gy < oo

Nous obtenons bien la relation voulue.

Deuxiéme cas : x est strictement négatif.

Le résultat est une conséquence immédiate de I'imparité de la fonction tangente.

En fin de compte, quel que soit le signe de x, nous pouvons regrouper les deux inégalités en une seule :

Yx—t)" ||+
j o) di| < o x explD)
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Partie 4 : D’autres propriétés
4.1. Théoréme de Bernstein sur R.

Soit f une fonction absolument monotone sur R. Alors, pour tout réel x :

fG) = Jim, (2 *x f(")(O))

k=0

En effet, nous pouvons appliquer les résultats de la question 3.2 sur tout intervalle [—a ; a], le réel
strictement positif a étant aussi grand que I'on veut. Pour un réel x donné, il suffit de choisir un intervalle

[—a ; a] auquel x appartient.

4.1.1. Soit maintenant xy un nombre réel.

La fonction g définie sur R par g(u) = f(x + x) est elle aussi absolument monotone sur R puisque pour
tout entier naturel n sa dérivée d’ordre n est définie par g (w) = f™ (x + x,).

Nous pouvons appliquer a cette fonction g la remarque ci-dessus. Pour tout réel u :

nok

k=0

Considérons un réel x quelconque.
Appliquons ce résultat au nombre u = x — x,, nombre tel que : g(u) = f((x — xo) + x¢) = f(x)

n vk n Kk
k=0 k

=0
Retenons que pour tout couple de réels (x; xg) :

n _ k
fG) = lim_ (Z G f<’<><xo>>

k=0

4.1.2. Soit f une fonction absolument monotone sur R et prenant la valeur zéro en un point b.

Nous avons vu qu’une fonction absolument monotone sur un intervalle était positive et croissante sur cet
intervalle. Par conséquent, pour tout réel x tel que x < b, nous avons l'inégalité 0 < f(x) < f(b) = 0.

La fonction f est identiquement nulle au moins sur I'intervalle ]—oo ; b].

Soit maintenant un réel x tel que x > b. Appliquons le résultat de la question précédente avec un réel x,

_ k
appartenant a I'intervalle | —o0 ; b] : f(x) = lirjp ( ﬁ:o% X f(k)(xo))
n-+oo !
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La fonction f étant identiquement nulle sur cet intervalle, il en est de méme de toutes ses dérivées et c’est le

cas en particulier au point x,. Pour tout entier naturel k, f(k)(xo) = 0, et en conséquence pour tout entier

naturel n, Y7, (- x'o) x f®) (xy) = 0.

n Ge=xg)t

Nous en déduisons que: f(x) = lirIl ( k=07, Xf(k)(xo))zo. Ainsi, la fonction f est aussi
n—-+oo !

identiquement nulle sur l'intervalle |b ; +oo][. En fin de compte :

Si f s'annule en un point b, alors f est identiquement sur R.

4.1.3. Nous avons vu que, si f est absolument monotone sur un intervalle, alors toutes ses dérivées sont aussi
absolument monotones sur ce méme intervalle. Il en est ainsi lorsque f est absolument monotone sur R.

S‘il existe un entier strictement positif p et un réel c tels que f®)(¢) = 0, alors la fonction f @ est
identiquement nulle sur R en vertu de la question 4.1.2.

Il en résulte que la fonction f est une fonction polynomiale de degré inférieur a p.

4.2. |l suffit de démontrer ces propriétés en zéro, car il est possible ensuite, par translation, d’en déduire la
méme propriété au voisinage d’un réel quelconque comme dans la question précédente.

Reprenons pour cela la relation :

n n+1

k
f@) =) X fO0 + =

k=0

1
f (1 —w)" £ (xu).du
0

(OU f une fonction absolument monotone sur R).

4.2.1. Appliquons a l'ordre n — 1) cette relation au cas de la fonction dérivée, qui est elle aussi absolument

monotone sur R.

n—-1 Kk
Fe0 =2 X O+ 5y f (1= £ (). du

n—-1 k

P =) X PO+

k=0

1)'f (1 —w)™ ! O+ (xy).du
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On obtient :

n-l ps1 n+1 o1
XX (%) = Z xk! x fU+D(0) + (:_ 1)!f0 (1 — W)t FO+D (xy).du
k=0

Soit :

“1 k41 n+1 1
' § * + * n—1 £(n+
XXf(X) :k=0m>((k+1)f(k 1)(0)+(Tl—1)'f0 (1—-uw 1f( 1)(xu).du

n+1 1
Dans cette relation, le terme x—lf (1 —w)™ ! F+ D (). du tend vers zéro lorsque n tend vers plus Iinfini,

et la suite ( X (k + 1)f(k+1)(0)) _ converge vers x x f'(x).

k=0 (k+1)'

Par le changement d’indice j =k + 1:

n

&kt i |
Z (;{c+ TR (k+ 1) f*+D(0) = Zj—' x j x f9(0)
k=0

j=1

On peut débuter la sommation a l'indice O car ¢a ne change pas la valeur de la somme.

Ce qui établit que :

( }Lox_—f X j X f(j)(O)) converge vers x X f'(x).
J: neN

4.2.2. Appliquons a l'ordre n — 2 cette relation au cas de la fonction dérivée seconde, qui est elle aussi

absolument monotone sur R.

n-2 k
" X + n-1 r(n+
f (x>=k§zoﬁ><f<k 200) + = — f (1= £ G

On obtient :
-1

(n—2)!

1
f (1 —w)™ ! FOFD (xy).du

X x f(x) = 2 =

k=0
Soit :

n—-1

" N x *2 + X
X2 X f (x)=kzzomx(k+2)x(k+1)f(" 2(0) +

1
f (1 —w)* 1 FOHD (en).du
0

Gilbert JULIA gjmaths.fr

18



CG Marocain 2025

Dans cette relation, le terme intégrale tend vers zéro lorsque n tend vers plus l'infini, et la suite

(ZQ g(;z), X (k+2)x (k+ 1)f(k+2)(0)) _, Converge vers x2 x f''(x).

Par le changement d’indice j = k + 2:

n

k+2 j
kzohx (k +2) % (k + 1)K+ (0) = Z’]‘—l X j( — 1) x f9(0)

j=2
On peut débuter la sommation a I'indice O car ¢a ne change pas la valeur de la somme.

Ce qui établit que :

J Iy j "
( ?:0% Xj(j—1) % ]C(J)(O))nEN converge vers x2 x f"'(x).

4.2.3. Pour tout entier naturel n :

n n

xk xk < xk
—xk?2xfR0)= > —xk(k—1)xfP0)+ Y —xkxf®(0)

k=0 k=0

Les deux suites du second membre étant des suites convergentes, leur somme est une suite convergente

dont la limite est la somme de leurs limites.

La suite ( = 0— x k% x f(k)(O))  converge vers lasomme x2 X f"'(x) + x X f'(x).
ne

Comme nous l'avons vu dans une question précédente, en appliquant ces résultats non pas a la fonction f,
mais a la fonction g définie par : g(x) = f(x + a), qui a des propriétés analogues, nous obtenons que ces
propriétés se maintiennent par une translation.

Quel que soit lesréelsa et x :

_nk
La suite ( QZOM x £ (a)) converge vers f(x).
neN

k!

La suite ( r=0 = a) X k X f(")(a)) converge vers (x — a)f'(x).
eN

La suite ( [ Can ?) X k? x f(")(a)) _,, Converge vers (x—a)?xf"(x)+ (x—a) x f'(x),

4.2.4. Supposons que x > 0.

X 2
Considérons d’une part la suite de terme général (Zzzox—' X k X f(k)(O)) et d’autre part la suite de terme

général (Zk 0— x k% x f(k)(O)) ( = >< f(")(O))
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Il s’agit de deux suites dont les termes peuvent étre rangés suivant les puissances de x, cette puissance allant

de I'exposant 0 a I'exposant 2n.

Sinous supposons que x > 0, toutes les puissances de x sont strictement positives, et de ce fait tous les termes

figurant dans I'une ou l'autre de ces sommes sont positifs.

Pour un exposant m tel que 0 < m < 2n, étudions pour chaque suite le terme en x™ et le coefficient qui lui

est affecté.

Son expression n’est pas la méme suivant la valeur de m :

Premiére suite Deuxiéme suite
0<m<n Z} f(”(O) (m (Jrzlf(:l)'])(()) Z] f(”(O) f((’m"_”]()o!)
N Z} fO0 (”_Zi'f;j)m) ZJ f(’)(O) f((:_’)]()()!)

Considérons les deux termes d’indices « symétriques ». d’indices j et (m — j).
Dans la deuxieme suite, leur somme est :

fP). £ 0)
Jh(m =)t

%+ (m = j)?] x
Dans la premiére suite, leur somme est :

f(j)(O).f(m_j)(O)
Jl.(m = !

[2j(m — )] %
Or, pour chaque indice :
2+ m—-)D*-[2jm-NI=(-(m—-))) =@ -m?>*=0
C’est donc que la somme des deux termes « symétriques » est toujours plus grande dans la deuxiéme suite

que dans la premiére.

Par addition de ces termes deux a deu, il en résulte que :

n k n k
(Z X Kk x f(k)(0)> x (Z % x f“‘>(0)> > <z % x k f(k)(0)>

k=0 k=0

2
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Ces propriétés se maintiennent par une translation.
Quel que soit le réel a et quel que soit le réel xtel que x > a :

2
k

o (x — a)k - (x —a) o (x — a)k
= Xk?x f(k)(a)> X ( =~ % f(k)(a)> > ( = xkx f(k)(a)>

En passant aux limites lorsque n tend vers plus I'infini des diverses suites en jeu :
[(x—a)? x f"(x) + (x — @) X f' ()] X (f(x)) = ((x — a) x f'(x))?
Autrement dit :
(x—a)x[(x=a) X f"(x) + f' O] X f(x) = (x — a)* x (f'(x))?
Vu que par hypothése x > a, on ne change pas le sens de I'inégalité en multipliant ses deux membres par le

1
nombre P Nous obtenons :

[(x—a) X f7 () + /O] X f(x) = (x — a) X (f'(x))?

4.2.5. La relation précédente s’écrit aussi bien :

(x —a)[f" (). fC) = (f')?1+ (). f(x) 2 0
Supposons qu’il existe x tel que [f"'(x). f(x) — (f'(x))?] < 0.
Dans ce cas, pour x fixé, il serait possible de choisir une valeur de a assez voisine de moins I'infini pour que
Iinégalité (x — a)|f" (x). f(x) — (f'(x))?| > f'(x). f(x) soit vérifiée, ce qui impliquerait pour une telle
valeur de a I'inégalité (x — a)[f"" (x). f(x) — (f'(x))?] + f'(x).f(x < 0, contrairement & ce que nous
venons de démontrer. Uhypothése [f"'(x). f (x) — (f'(x))?] < 0 doit étre rejetée. Nécessairement :

Pour tout réel x: " (x).f(x) — (f'(x))? = 0.

4.2.6. Nous avons vu que la nullité d’une fonction f absolument monotone sur R en un seul point implique le
fait que f est identiquement nulle. Par contraposition, si f est une fonction absolument monotone sur R (donc,
entre autres propriétés, positive ou nulle) non identiquement nulle, elle ne s’annule en aucun point. Elle est
donc strictement positive sur R.

De ce fait, la fonction g : x +— g(x) = In (f(x)) est légitimement définie sur R.
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e Sadérivée premiére est la fonction définie par: g'(x) = ff_’((:)).

£ (x0).f(x)-(fr
(f (x))?

question précédente, il s’agit d’'une fonction positive sur R, ce qui est une condition suffisante de

2
e Sa dérivée deuxiéme est la fonction définie par: g''(x) = () ). Compte tenu de la
convexité.

La fonction g : x — g(x) = In (f(x)) est convexe sur R.

4.3. Soit f absolument monotone sur R et telle que f(0) = f'(0) = 1.
Cette fonction n’est pas identiquement nulle, donc elle vérifie les hypothéses de la question 4. Elle est

strictement positive sur R et la fonction x — g(x) = In (f(x)) est une fonction convexe sur R.

Or, cette fonction est telle que : g(0) = ln(f(O)) =0et:g'(0) = % =1

La fonction g étant convexe, sa courbe représentative est « au-dessus de ses tangentes », en particulier au-
dessus de sa tangente en son point d’abscisse zéro, laquelle a pour équation I'équation y = x.

En d’autres termes : g(x) = In(f(x)) = x quel que soit le réel x.

La fonction exponentielle conservant le sens des inégalités : ln(f(x)) >x = f(x)=exp((x)

Pour tout réel x, f (x) = exp (x).
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