CG Maroc 2024

Concours Général Maroc 2024 : Eléments de correction

Le Concours Général du Maroc 2024 propose deux problémes. Voici une étude (non certifiée) du probléme 2 de
ce sujet. Ce (tres long ...) probléme visite plusieurs thémes, de I'indicatrice d’Euler a une probabilité insolite, en
passant par la formule d’inversion de Mdébius.

Nous conseillons aux candidats au Concours Général frangais, pour entrainement, particuliérement les parties
1 et 2. La partie 3 est assez largement « hors programme » du baccalauréat frangais.

Quant aux candidats au CAPES de Mathématiques, qu’ils passent leur chemin.

Exercice 2 : Arithmétique

Partie 1 : Etude de quelques fonctions arithmétiques.

Rappelons le théoreme de la décomposition d’un entier strictement positif en produit de facteurs premiers.
« Tout entier N > 2 peut se décomposer de fagcon unique en un produit de facteurs premiers ».

Précisément, il existe m (m > 0) nombres premiers distincts p1, p2, . . ., pm €t m entiers naturels non nuls

aq, Ao, ..., Ay, tels que N = p; %t X p,%2 X ... X p,,,*m ; cette décomposition caractérise I'entier N.

1.1. Etude des fonctions r et o

1.1.1. Uentier 1 ne posséde qu’un seul diviseur, lui-méme. En conséquence: r(1) = 1.

Soit maintenant un entier N > 2, admettant une décomposition en produit de facteurs premiers comme
indiqué ci-dessus.

Un entier d divise N si et seulement si chaque facteur premier de d est un facteur premier de N affecté d’un
exposant inférieur ou égal a celui dont il est affecté dans la décomposition de N.

En décomposant N = p; %1 X p,%2 X ... X p,,*™, un entier d est un diviseur de N si et seulement si sa
décomposition en produit de facteurs premiers est de la forme : d = p, 1 ...p,,fm avec0 < B; < a; pour
chaque indice i entre 1 et m.

Le m-uplet (B ; ...; Bm) appartient au produit cartésien {0; ...; a;} X ... X {0;...; an}.

Inversement, a chaque m-uplet (B, ; ...; Bm) de 'ensemble produit cartésien {0 ; ...; a1} X ... X {0;...; an},
on peut associer un, et un seul, diviseur de N, le nombre p,#1 ... p,,fm. Le nombre de diviseurs de N est égal

au nombre d’éléments du produit cartésien : {0 ; ... ; @1} X ...X {0; ... ; an}.
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Chaque composante {0; ...; a;} de ce produit cartésien admet 1 + a; éléments. Le nombre d’éléments du

produit cartésien est :

m

r(N) = 1_[(1 +ap).

i=1

Soit maintenant N et N’ sont deux entiers premiers entre eux, supposés décomposés :

!

N =p,% xp,%2 X .. X pp,%m et N' = p’l""1 X 19’20’,2 X .xp' ,“™ . Les deux décompositions n‘ont
aucun facteur premier commun, la décomposition du  produit N X N’ s’obtient en juxtaposant
(multiplicativement) les deux décompositions. Il en résulte que :
m mr
r(N X N') = (l—[u + ai)> x| [ Ja+ay) ) =ranxran
i=1 j=1

J

La fonction r est multiplicative.

1.1.2. La somme des diviseurs de I'entier 1 est : o(1)=1.
Soit maintenant un entier N = 2, admettant une décomposition en produit de facteurs premiers comme

indiqué ci-dessus. La somme des diviseurs de N peut s’exprimer en notation sigma par :

o(N) = Z Z Z PP ppPm

053156{1 053256{2 OSBmSam

En particularisant la derniére sommation :

o(N) = Z Z Z PPt g P Z PP

0sBisaq 0sfBysa, 0sfps<an 0sBmsam

Or, d'aprés la formule donnant la somme des f3,,, premiéres puissances d’'un nombre :

On obtient :

am+1 _ 1
O'(N) — (prn_) X Z Z Z plﬁl --'pm—lﬁm_l
0=pB

-1
Pm spisaq 0sfrsa; 0<fm-15Am-1
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En procédant de méme avec l'avant dernieére sommation :

pmam+1 -1 pmam_1+1 -1 Z Z Z
Ny=|— _— B1 _ Bm-2
o(N) ( p—1 )\ o1 P17t - P2

0<B1=aq 0S50y 0<Bm—2<Am—2

En itérant ce procédé jusqu’a la premiére sommation :

am+1 __ 1 Am—1+1 _ 1 a;+1 _ 1 m i+l 1
o) = (P2 ) (22 | e
Pm —1 Pm-1~1 p1—1 L pi—1

1.1.3. Pour établir la multiplicativité de la fonction sigma, il suffit de la vérifier pour deux entiers qui sont
puissances de nombres premiers distincts. Il résulte de la définition que, si p et g sont eux nombres premiers

distincts et si o et o’ sont deux entiers naturels :

r@*xq*) =1+ a1 +a) =r(p*) xr@q@")

pa+1_1 qal+1_1
(lx al — — a X al
o(p® xq*) < — >< -1 ) a(p®) x a(q™)

Cette multiplicativité s’étend a deux nombres qui sont des produits d’'un nombre fini de puissances de nombres
premiers sans facteur premier commun aux deux produits, c’est-a-dire a tout couple de nombres entiers qui

sont premiers entre eux.

1.2. Etude préliminaire de la fonction d’Euler

1.2.1. Si p est un nombre premier, alors @(p) = p —1 car p est premier avec tous les entiers de 'ensemble

{1;..; p}.

1.2.2. Soit k = p;“* X p,% X ... X p,,¥m un entier strictement positif et soit p* une puissance de p
d’exposant non nul.
e Sipdivise k, alors p est un diviseur commun de k et de p% donck Ap* =p > 1.
e Réciproquement, on sait que la décomposition en produit de facteurs premiers du PGCD de deux
nombres se construit en considérant les facteurs premiers communs aux deux décompositions affectés
du plus petit des coefficients. Si k A p® # 1, cela signifie que p est un facteur premier qui figure dans

la liste {p; ; ... ; Pm} (ON peut supposer que p = p; quitte a modifier 'indexation).

Gilbert JULIA gjmaths.fr 3



CG Maroc 2024

Le PGCD k A p“ est alors p¥ avec y = min(a,a4) (qui est = 1 car c’est le plus petit de deux nombres
qui sont tous deux = 1).
Puisque k A p* = pY avecy = 1,p divise k.

k Ap%* # 1 si et seulement si p divise k.

1.2.3. D’aprés la question précédente, les entiers de {1;...; p®} qui ne sont pas premiers avec p% sont les
multiples de p de cet ensemble. Or, les multiples de p de cet ensemble sont les entiers de la forme p X x avec

x €{1;...; p* 1} llyadoncp® ! entiers qui ne sont pas premiers avec p%.

1.2.4. ensemble {1 ; ...; p%*} contient p% éléments dont p*~! entiers qui ne sont pas premiers avec p%.
. o . _ A .
Par complémentarité, cet ensemble contient p& — p*~1 = p% (1 — ;) éléments premiers avec p?.

ay — @ _ ,a-1 _ y«a 1_1
p(P*) =p*—p 14 ’

1.3. Une formule de Gauss

Soit N un entier strictement positif et d un diviseur strictement positif de N. Puisque, par hypothese, d divise
P N . . . N -
N, le nombre a priori rationnel 7 est en fait un entier. Nous dirons que d et 7 sont deux diviseurs

« complémentaires » de N pour exprimer que leur produit est égal a N.

1.3.1.

De maniere générale, si n et k sont deux entiers strictement positifs :

k=uéd
Par définition de leur PGCD:kAn =6 & 3 (u;v) €{1;...; n}*: {n:vé
unv=1

Dans le contexte de cette question, n est un entier strictement positif et d est un de ses diviseurs. Le nombre

v dont il est question dans la définition précédente est v = — (qui est entier car d divise n).

a3

Pour tout entier k strictement positif :

k =ud
— *, n
knn=d s H”EN'{u/\E=1
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Q=

Soit maintenant k un entier de I'ensemble{1;...; n}. U'inégalité 1 < k < n équivaut a < g, c’est-a-dire

Q&lr

au fait que l'entier u vérifie I'inégalité: 1 < u < 2 (car 1 est le premier entier supérieur ou égal a = d’ou la

modification a gauche de la double inégalité).
Nous obtenons :

Pour tout entier k de 'ensemble{1 ; ...; n},

n k=nud
kAnn=d e Elue{l,..-,a}- UuA==1

d

Les entiers u convenables (donc les entiers k de {1 ; ...; n}, correspondants) sont au nombre de ¢ (g)

Ceci par définition de la fonction d’Euler, qui dénombre les entiers premiers avec g qui sont entre 1 et g.

1.3.2. Pour tout d diviseur positif de n, notons A; = {k € {1;...;n}: kAn=d}.

Par construction, chacun de ces ensembles est inclus dans {1 ;...;n}, donc leur réunion, quand d parcourt
I'ensemble des diviseurs de n, est incluse dans {1 ;...; n}.

Réciproquement, tout entier k de {1; ...; n} appartient a I'ensemble A ,,, donc a la réunion des A4 quand d
parcourt I'ensemble des diviseurs de n.

Il'y a donc égalité : {1;..;n} =UgmAa

De plus, ces ensembles A, sont disjoints deux a deux, chaque entier k de {1; ...; n} appartient a 'ensemble

Ajan €t alui seul. lls forment, lorsque d parcourt 'ensemble des diviseurs de n, une partition de {1 ; ...; n}.
. n
Nous avons vu que I'ensemble A, a pour cardinal ¢ (E)

La somme de leurs cardinaux est égale au cardinal de {1;...;n}:

. . n .. ; . . A s .
Enfin, les entiers d et p sont deux diviseurs complémentaires de n et jouent des réles symétriques : faire

o — , . N . . .. n
parcourir 'ensemble des diviseurs de n par d équivaut a faire parcourir cet ensemble par le diviseur d’ = 7

Y o(Z)=) o@=n

d'/n d/n

La somme des cardinaux est la méme.
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1.4. Une premiére application de la formule de Gauss

1.4.1. Soit n un entier strictement positif et d un entier vérifiant : 1 < d < n. Par définition de la partie entiére,
[g] est I'entier qui vérifie la double inégalité E] < g < E] + 1. Cet entier est tel que :
n n n
[E]ngn<[E]Xd+d:([a]+1)><d
Il en résulte que les multiples de d strictement positifs et qui sont < n sont exactement les entiers de la forme

;.. n
x X d avec x vérifiant: 1 < x < [E] .

Il'y a autant de multiples de d dans {1 ; ...; n} que d’entiers x dans {1 F E] }

Le nombre de multiples de d appartenant a {1;...;n} est égal a E] (partie entiere).

1.4.2. Considérons la somme Y5, ¢(d) [%] D’apres la question précédente, [g] est égal au nombre d’entiers

kde {1;...;n}quiont d comme diviseur.

u(d, k) = 1 si ddivise k

. . . . 2
Introduisons la fonction (d, k) € {1;...;n}* — { u(d, k) = 0 sinon

Nous pouvons écrire I'égalité : [%] = Y r=,u(d, k) et effectuer le remplacement dans la somme considérée :
n n n n
Y e@E=) e@() u@n)
d=1 d=1 k=1

Intervertissons l'ordre de sommation de ces sommes finies :

> o@D w@i)=y" (3 u@hxe@)

Puisque u(d, k) s’annule quand d ne divise pas k et vaut 1 quand d divise k, les seuls entiers k qui contribuent

a la somme entre parentheses sont ceux ou d divise k :

> u@lx e =y o

d/k

En fin de compte :

RS- EDWRCTIIRCDED NN ITC

d/k
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1.4.3. D'aprés le résultat de la question 1.3.2: Y, o(d) = k

Appliquons ce résultat dans I'égalité précédente :

> e@lE=>" Zqo(d) ="k

La somme a calculer est égale a la somme des n premiers entiers, somme dont nous connaissons la valeur :
z” o) n n i nn+1)
v ff]= 3 ="
d=1 d k=1 2

*] pravec

pmvec(lO,l—'}} 0
Define pravec[xy}:
pravec{]()zl} 1 ' Func
. . . . m(é) 2 Ifgcd(xy}=l Then
Quelques investigations avec TI-Nspire CAS. La * Return 1
phr(ll] 10 '} Else
fonction « pravec » renvoie 1 si les deux nombres en 10 55 ERSE}““"
10 11
. . . hild)- int|— EndF
jeu sont premiers entre eux et 0 sinon. Elle permet Z(”"( ) "‘(a)_] ndbune
d=1
de construire la fonction phi, indicatrice d’Euler. 20 210
Lo, E (phr(d] un[ )] phi :
Nous avons vérifié sur quelques exemples les yn dl Define phi(n}=
= Fune
et e s . . » .
propriétés étudiées, nous laissons au lecteur le soin .z S{”k)_whm[__lm LA Terminé
K kKl 2 Return Lumver(k,n)}
de les reconnaitre. 20 100 py
EndFunc
E (philr)- s(10,4)

k=1

1.5. Une conséquence de la formule précédente

1.5.1. Nous comprenons que I'ensemble S(n) est constitué des entiers k tels que la différence entre le nombre
. N - , L1 . 1
get sa partie entlere[%] est supérieure ou égale a > S(n) = {k € N* : %— [%] > 5}.

Par exemple S(3) ={2;4;5;6}etS(8) ={3;5;9;10;...;16}.

Soit n un entier strictement positif. On note que pour tout entier k tel que n + 1 < k < 2n, nous avons

n 1

2n+1 2"

I'inégalité :% = 5 <z p < < 1 et que pour tout entier k tel que k = 2n + 1

L'ensemble S(n) contient tous les entiers de n + 1 a 2n mais ne contient plus aucun entier supérieur ou égal

a2n+ 1. Ainsi:

S(n) c {1;...; 2n}, lensemble S(n) est fini car il est inclus dans un ensemble fini.
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1.5.2. Par définition de la partie entiére, [ ] est 'unique entier x qui vérifie : x <z r <X +1 et [k] est 'unique
entier y qui vérifie: y < 7 <y+1.
Or:x < % <x+1=2x< Z?n < 2x + 2. Si nous affinons un peu plus, I'inégalité x < % < x + 1 englobe

oubienxS%<x+% (CDH
deux cas et deux seulement : 1 n .
ou bien x+ESE<x+1 (C2)

e Danslecas (C1),2x < E < 2x + 1letdoncy = 2x c'est-a-dire qu‘alors [Z_n] -2 [2] =0.

e Danslecas (C2),2x+ 1<~ <2x+2etdoncy—2x+1 cest—adlrequalors[ ]—2[]—1

Nous en déduisons que, dans tous les cas, [—] -2 [ ] € {0;1} et que

2n n . . n n 1
_— | — | = == > =
[k] 2 [k] 1 si et seulement si : . [k] =

1.5.3. On déduit de la question précédente que I'applicationk € {1;2;...;2n} +— [%] -2 E] est indicatrice

de I'appartenance a I'ensemble S(n). En effet, cette fonction vaut 1 si k appartient a S(n) et 0 sinon.
Rappelons aussi que S(n) ne contient aucun entier strictement supérieur a 2n.

La somme Y.xesn) @ (k) peut étre exprimée ainsi :

> ¢(k)=z([27"]—2[%])<p(k) ZZ[ ]«p(k)—ZZ[k 20

keS(n)
D’aprés la question 1.4.3 :

o 121 2n@2n+1)
Z [—](p(k) =——F———=2n“+n
=] k 2

Compte tenu que [%] = 0 pour tout entier k tel que n + 1 < k < 2n, nous pouvons écrire :

Z (k)—ZZ (k)=2.w=n2+n

k=1

Nous en déduisons :

PRICE 2[ |0 (k)—zz [t et = @n? + 1) = (07 +m) =n?

keS(n)
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Partie 2 : Formule d’inversion de Mdébius et applications

2.1. Soit m et m’ deux entiers premiers entre eux.

e Sil'un des deux au moins est égal a 1, la relation u(m x m') = u(m) x u(m") est triviale.
e Sil'un des deux au moins a un facteur carré, la relation u(m x m") = u(m) x u(m") est triviale car le

produit m X m' a lui aussi un facteur carré. Dans un tel cas, u(m x m') = u(m) x u(m") = 0.
S’ils sont tous deux au moins égaux a 2 et sans facteur carré considérons leurs décompositions :

m=p; Xpy X..Xpretm' =p'y Xp'y, X ...Xp'y, . Les entiers m et m’ étant supposés premiers entre eux,
les nombres premiers d’'une décomposition sont distincts de ceux de l'autre décomposition. La décomposition

en facteurs premiers du produit contient k + k' nombres premiers distincts, elle est :
mxm' = (py Xpz X . Xpp) X (p'z X . Xp'p0r)
Le produit est sans facteur carré et u(m x m') = (=1)** = (=1)* x (=¥ = pu(m) x u(m")

La fonction p est multiplicative.

2.2. Soit m un entier au moins égal a 2 (il a donc au moins un facteur premier).

Soit p I'un des facteurs premiers de m et décomposons m ainsi : m = p* X m’ oum’ n’a plus p comme facteur

premier (m' = plal X p%2 X ... X p %k ou les facteurs premiers indiqués sont tous distincts de p).

Les diviseurs de m qui ont par L une image non nulle peuvent étre jumelés deux a deux : jumelons chacun des
diviseurs d’ de m’ qui a une image non nulle avec le diviseur d = p X d’. Lorsque d’ parcourt 'ensemble des
diviseurs de m’ qui ont une image non nulle, le couple (d’;d = d' X p) parcourt 'ensemble des diviseurs de

m qui ont une image non nulle.
Or, le diviseur d = d’ X p a un facteur premier de plus que d’, donc u(d) = —u(d").

Zd/m“(d) = Zd!/ml(ﬂ(d’) + ‘Ll(p X d,)) = Zdl/ml(.u(d’) - ru(d,)) =0.

Pour tout entierm > 2 : Y5 /m u(d) = 0.
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2.3. Produit de convolution

Le produit de convolution de deux fonctions arithmétiques f et g associe a tout entier n € N* le nombre réel
défini par :
frgm =) f@.g(3)
d
d/n

. n ., .. , . . . . sy
Les entiers d et 5 étant deux diviseurs complémentaires de n, il est possible d’exprimer plus symétriquement

le produit de convolution comme suit, la relation uv = n signifiant que le couple (u, v) décrit 'ensemble des

diviseurs complémentaires de n :
fram =) f@.g®
uv=n

Cette expression, en raison de sa symétrie, nous sera utile pour étudier la commutativité et I'associativité.

La loi * est bien une loi de composition interne sur I'ensemble des fonctions arithmétiques car I'énoncé précise

lui-méme que f * g est « définie sur N* ».

Pour tout entier n strictement positif :
from= ) f@.gw) = ) gw).f@ =g*fo

Ce qui prouve la commutativité de la loi « * ».

Etudions I'associativité en comparant, pour n entier strictement positif, les expressions de (f * g) * h(n) d’une

part et f * (g * h)(n) d’autre part.

Freh =) (f+g@.h@) = ) ( > f(v’)-g(W’)>-h(v)

uv=n uv=n
Dire que uv =n et que v'w’ = u revient a dire que le triplet (v;v’;w") est un triplet de diviseurs

complémentaires de n, c’est-a-dire un triplet de trois nombres dont le produit est égal a n. Ainsi :

Fegrhm = > f@).gw).hw)

VXVIXWI=n
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D’autre part :
frlgemm =) (F@.(g+Hw)= Y (f(u) > g(u')h(w'))
uv=n uv=n u'w'=v
Dire que uv =n et que u'w’ = v revient a dire que le triplet (u;u’;w') est un triplet de diviseurs

complémentaires de n, c’est-a-dire un triplet de trois nombres dont le produit est égal a n. Ainsi :

frigemm= > f@.gu)hw)

UXUrXwr=n

Les deux expressions obtenues sont équivalentes, ce qui prouve I'égalité f * (g * h)(n) = f * (g * h)(n) pour

tout entier n > 0 et donc |'associativité de la loi *.

2.3.2. Soit fune fonction arithmétique. D’apres la définition de la fonction khi, quel que soit I'entier strictement

positif n :

fram =) f@.x(3)

d/n

Le seul terme non nul dans la somme est le terme y G) = 1 que l'on obtient quand le diviseur courant d est

égal a n. ll subsiste, pour tout entiern > 1 :

frxm)=fm)

Ce qui montre que f * y = f et que la fonction arithmétique « khi » est un élément neutre.

2.3.3. Supposons que f soit une fonction arithmétique inversible pour la loi de convolution et soit g sa fonction

arithmétique inverse, c’est-a-dire telleque f x g =g * f = y.

En particulier: f x g(1) = y(1) = 1.

Or, vu la définition du produit de convolution, f * g(1) = f(1) X g(1)
La relation f(1) X g(1) = 1 montre que f(1) # 0.

Réciproquement, soit f soit une fonction arithmétique telle que f (1) # 0. Tentons de construire terme aprés

terme sa fonction réciproque g en raisonnant par récurrence forte.
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L'image par g de I'entier initial L est: g(1) = 7 —— qui existe puisque par hypothese f(1) # 0.

()

Supposons construits tous les termes g(k) jusqu’a un certain entier strictement positif n (c’est-a-dire les

termes g(1),g(2), ..., g(n)).

D’apreés la définition du produit de convolution, au rang suivant n + 1 (qui est au moins égal a 2) :

frgm+1) = z f(d).g(nTH)=)((n+1)=0

d/(n+1)
ST n+1
Nous en déduisons que : £(1). g(n + 1) = = Za awsurictde onsn) f(@)- 9 (557)

. . e 1 . PO . , .
Pour tout d diviseur strict de n + 1, I'entier % est strictement inférieur an+ 1 et, par I'hypothese de

+
recurrence g ( ) est deJa connu.

Nous pouvons construire a son tour: g(n + 1) = f(l) —— D divstrict de (n+1) f (d). g (n+1)

En résumé :

e g()= m)

e Si pour un certain entiern = 1 on a construit g(1), g(2), ..., g(n), alors on peut construire aussi le

terme suivant g(n + 1).

Les hypothéses de la récurrence forte sont satisfaites. L'image g(n) de I'entier n peut étre construite pour tout
entier n = 1. On conclut que si f(1) # 0, alors on peut définir une fonction arithmétique g inverse de f pour

la convolution.

En résumé, f est inversible pour la convolution si et seulement si f(1) # 0

2.4. Formule d’inversion de Mdbius

2.4.1. D’apres la définition donnée par I'énoncé, la fonction « v » prend la valeur 1 pour toutn=>1:

pevm = Y u@v(5)= D u@

d divise n d divise n
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Or,u*v(1l) = u(1) =1 = (1) et la question 2.2 a montré que pourn = 2 :

pevm = Y p(d) =0 = x()

d divise n

La fonction u * v coincide avec la fonction y sur N*. Nous en déduisons :

w*v =y, les fonctions arithmétiques u et v sont inverses pour la convolution.

2.4.2. Compte tenu de la définition de g donnée par I'énoncé : g=f=*v.

2.4.3. En composant par la fonction p qui est inverse de v : f=g*xu=uxg

Nous en déduisons la relation voulue :

vm e N*: g(m) = z f(d) & vVmeN*:f(m)= z ,u(%).g(d)

d divise m d divise m

2.5. Une application a la fonction d’Euler

2.5.1. La question 1.3.2 a montré que pour tout entiern > 1 :

S ()= p=n

d'/n d/n

Nous sommes amenés a appliquer la formule d’inversion de Md&bius lorsque f est la fonction phi et g est la

fonction identité, qui associe a tout entier lui-méme.

VneN :in= Z 9p(d) © VneN :qn)= Z ,u(g).d: Z WO-S

d divise n d divise n d divise n

Gilbert JULIA gjmaths.fr

13



CG Maroc 2024

2.5.3. (On ainterverti I'ordre des questions 2.5.2 et 2.5.3)

Montrons que la fonction phi est multiplicative :

Soit m et n deux entiers strictement positifs premiers entre eux. L'hypothése « premiers entre eux » induit le
fait que, a tout diviseur d du produit m X n, on peut associer un et un seul couple (d;; d,) d’entiers
strictement positifs tels que d = d; X d, avec d; diviseur de m et d, diviseur de n.

On obtient ainsi une fois et une seule tous les diviseurs de mxn comme produits d’un diviseur de m et d’un

diviseur de n.

Dans ce cas, hous pouvons écrire :

mXn
pmxmy = > | > (u(Fo) @i xdy)
— — dy X d;
d, divisem \ d; divisen

. ST T . . m n ..
Nous avons vu que la fonction p était multiplicative. Les deux entiers . et -sont I'un diviseur de m et I'autre
1 2

diviseur de n : ils sont premiers entre eux, nous pouvons appliquer la multiplicativité :
mxn m n
w(Gma) =+ (@) (3)
L'expression de ¢(m X n) peut étre scindée en deux sommations indépendantes :

pmxm= > | ) (u(dfl)xu(d%).(dlxdz)>

dq divise m \ d, divise n

pmxm = > (u(dﬂl).(dl)> x|y (u(diz).(dg)

d divise m d, divise n

Nous obtenons bien la relation : ¢(im X n) = @(m) X @(n), la fonction phi est multiplicative.

2.5.2. Nous avons vu dans la question 1.2.4 que si p est un nombre premier et o un exposant strictement
. - 1 . S .
positif : @(p%) = p* —p%~ 1 = p* (1 — ;) et nous venons de démontrer la multiplicativité de la fonction

phi en résolvant la question 2.5.3.

Soit n un nombre entier décomposé en facteurs premiers : n = p; %1 X p,*2 X ... X p,.%7.
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Ces puissances de nombres premiers sont des entiers premiers entre eux deux a deux, nous pouvons leur

appliquer la multiplicativité de la fonction phi :

r
P(n) = p(P1™ X p%2 X .. X pr) = H‘P(Pk“">
k=1

o =[ [ (=30 =([ T ([ 16-5)

k=1

Nous obtenons la relation :

2.6. Une application de la fonction phi

s j{ J 22”+1 Terminé
eline An)=
2.6.1et 2.6.2. )
seqlf{n).n,0,5) {3,5.17,257.65537.4294967297 }
L'usage de TI-Nspire nous permet de répondre a factor({ 3,5,17,257,65537,4204967297 }) {3,5,17,257,65537,641- 6700417}
X ©gjmaths
ces deux questions et, notamment, de proposer e .
une factorisation de Fs. isPrime(65537) true
1sPrimc(4294967297} false
2.6.4. (Nous intervertissons 2.6.3 et 2.6.4).
2n+1

Montrons par récurrence que la propriété P, : « 2 —1=Fy X F; X ...X E, » est vérifiée pour tout

entier naturel n.

Initialisation : Ci-contre nous vérifions cette [ n ‘ {3.15,255,65535,4294967295,18446744073709551615 }
c s N seq I I [ffk”.n.O.:?
propriété pour nallantde0a5: e
n+1 15,255,65535,4294967295,18446744073709551615
22 —~1=Fy,xF, X ..xE, 5eq(22”+l—1.n,0.5} {3,15,255,65535 4204967295,18446744073700551615

Hérédité : Supposons que, pour un certain entier naturel n, la propriété %, soit vérifiée, c’est-a-dire

que . 22n+1

_1 =FOXF1>< XFn
Multiplions par F,.,, = 22" 4+ 1:

(22n+1 _ 1) X Foppy = (22n+1 _ 1) y (22n+1 + 1) _ (22n+1)2 1= 2™2 _ 4

Gilbert JULIA gjmaths.fr



CG Maroc 2024

. n+1)+1
Nous obtenons la relation : 22"

—1=Fy X F; X ..XE, XF,q cest-a-dire que P, est vérifiée.
Autrement dit, P, = P, 41, la propriété a démontrer est héréditaire.

Etant (abondamment) initialisée dés le rang zéro et étant héréditaire, la propriété P, :

ZTL+1

«2 — 1 =Fy X F; X ...X E, » est vérifiée pour tout entier naturel n.

2.6.3. La propriété que nous venons de démontrer exprime, en d’autres termes que :

Fpop1—Fog X Fy X .. XE, =2
Soit n un entier naturel, k un entier tel que 0 < k < n et d un diviseur commun a F,, . { et a F.
Si nous notons P, le produit des nombres de Fermat de F a F,, autres que Fj, nous pouvons écrire que :
Foiq1 — Py X F, = 2. Si d divise F,, 44 et [y, alors d divise 2. Mais comme les nombres de Fermat sont des
nombres impairs, d n’est pas égal a 2. Nécessairement : d = 1, les nombres F,, .4 et F;, sont premiers entre
eux, et cela quel que soit ktel que 0 < k < n.
Nous en déduisons qu’un nombre de Fermat est premier avec chacun des nombres de Fermat qui le précédent.
Ce qui revient a dire que :

Deux nombres de Fermat d’indices distincts sont toujours premiers entre eux.

o j{] 22P! n Terminé
. ’ . etine Jin, -
2.6.5. La copie d’écran ci-contre nous montre que _

seqlffn) 1,0,3) {3.5.17.257.65537, 4204967297 }

. on on s epe s
la relation (p(2 - 1) = (p(2 ) est vérifiée pour  scalphilfn)-1).04) {1.2:8,128 32768}
. seq(philf{n)~2).n.0.4) {1,2,8.128,32768}

nallant de 0 a 4. : :

factor({ 1,2,8,128,32768}) {] 22357 213H

De fagon générale, ¢(22") =2%" x (1 —%) = 22"-1 et d’autre part, tant que les F, sont des nombres

. n . . s e s .
premiers, @ (F,) = E, — 1 = 22" C’est pourquoi la relation est vérifiée dans ces circonstances.

Conjecturons que I'égalité (22n -1)= go(Zzn)

factor[-lZ 94967297) 641- 6700417
s g s s . hil641) 640

n’est plus vérifiée a partir du rang 5 car F5 n‘est pas "
phil6700417) 6700416
un nombre premier. Son image par phi est calculée 6406700416 4288266240
factor(4288266240) 213517440

ci-contre, cette image n’est plus une puissance de 2.
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Partie 3 : Convergence et limite de certaines suites numériques

3.1.1. Pour tout entier n strictement positif : U1 — U, = Up41-

Si (Up)nens €St Une suite numérique a termes positifs, la suite (Uy)nen« définie par la somme de ses n

premiers termes est telle que la différence de deux termes consécutifs est toujours positive :

La suite (U, )nen+« €St Une suite croissante.

3.1.2. On sait qu’une suite croissante et majorée converge. Réciproquement, une suite croissante convergente

est majorée par sa limite. Donc, la suite croissante (U,,),,enx« €St convergente si et seulement si elle est majorée.

x < |x|

car la valeur
—x < |x|

3.2.1. On sait par définition de la valeur absolue que, pour tout nombre réel x: {
absolue de x est le plus grand des deux nombres x ou —x.

o Del'inégalité x < |x|, on déduit 0 < |x| — x en ajoutant —x aux deux membres de I'inégalité.

o Del'inégalité —x < |x|, on déduit |x| — x < 2|x| en ajoutant |x| aux deux membres de I'inégalité.
En conséquence, pour tout nombre réel x: 0 < |x| —x < 2|x|.
En appliquant cette double inégalité avec x = u,, nous obtenons : 0 < |luyl —u, < 2\u,l.

Ceci pour tout entier n strictement positif.

3.2.2. D’apreés la question précédente, la suite de terme général |u,,| — u, est une suite a termes positifs.
La suite de terme général Y., |uy | — uy est une suite croissante.

Si la suite de terme général U',, = Y7_;|uy| est convergente vers une limite L’, alors la suite de terme général

U*, = Yh=qlug| — ug, en qualité de suite majorée par la suite Y7_; 2|uy|, est majorée par 2L’.

Etant croissante et majorée, cette suite converge.
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3.2.3. Par définition de ces suites : U,, = U',, — U*, pour tout entier n strictement positif. La suite (Uyp)nen-

apparalt comme étant la différence de deux suites convergentes : elle est elle-méme convergente.
On conclut que la convergence de la suite définie par U', = Y7 —; |ugl

implique la convergence de la suite définie par U, = X}-; uy

3.3. Produit de convolution de deux suites

Le produit de convolution de deux suites u et v associe a tout entier n € N” le nombre réel défini par :

wy, = Zud.vg
d

d/n

. n, .. , . . . . 4.
Les entiers d et 2 étant deux diviseurs complémentaires de n, il est possible d’exprimer plus symétriquement

le produit de convolution ainsi, la relation ij = n signifiant que le couple (i, j) décrit 'ensemble des diviseurs

complémentaires de n (c’est-a-dire dont le produit est exactement égal a n) :

wnh = Z ui.vj

ij=n

3.3.1. Par définition des suites en jeu dans cette question :

k=1 k=1 (i,)ECy
n n
k=1 k=1 \ij=k (i ;DEA,

Les termes w;v; qui figurent a la fois dans I'expression de W, et dans celle de U,V;, sont en effet ceux pour
lesquels le couple (i;j) de C, a pour produit un entier k tel que 1 < k < n. Il s’agit des couples(i ;j) qui
appartiennent a A,,. Dans la différence U, V,, — W, ces termes sont éliminés. Il reste dans la sommation les
couples de C,, qui n‘appartiennent pas a A,,. Soit :

UnVn - Wn = Z U;. Uj
(i;))ECH; j>n
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1<i<n?
3.3.2. 'ensemble A2 est 'ensemble des couples (i ; j) tels que :{ 1 <j <n?
1<ixj<n?

e Par sa construction donnée par I'énoncé, A,, est inclus dans I'ensemble C,,.

1<i<n

e (, estl'ensemble des couples (i;j) tels que :{1 <j<n

1<i<n<n?
Quel que soit un tel couple : 1<j<n<n? . Tout élément de C,, est élément de A2
1<ixj<nxn=n?

Il en résulte la double inclusion : A, C,, € A2

Puisque les suites en jeu sont a termes positifs, cette double inclusion implique que :
uv; < Z uv; < Z U;vj
(i;))€bn (i5))ECn (i5))€b,2

Autrement dit : W, <U,V, < W,

(ii) On sait que si deux suites (U,,) et (1},) sont convergentes, alors leur suite produit (U, V;,) est convergente

et a pour limite le produit de leurs limites. Ainsi, (U,V;,) converge vers (lim Un) X (lim Vn)
n—0o

n—co
Les suites (U,) et (14,) étant croissantes (elles vérifient les hypothéses de 3.1), elles sont majorées par leurs

limites et la suite produit est majorée par (lim Un) X (lim Vn).
n—oo

n—oo
La suite (W},) est une suite croissante (elle vérifie les hypothéses de 3.1) et elle est majorée par

(lim Un) X (1im Vn). Elle est donc elle-méme convergente.

n—0o n—oo
Si nous notons W sa limite, nous pouvons dire que : lim W, = lim W, = W, car la limite de W2 s'obtient
n—oo n—oo

N =n? - 4o

Wy>W L'inégalité universelle W, < U,V,, < W,2 implique, par

par composition des limites : {

passage a la limite : W < (1im Un) X (lim Vn) <Ww.

n—oo n—oo

En fin de compte : lim Wy, = lim W,z = (lim U, ) x (1im V)

n—oo n—oo n—oo n—oo
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3.3.3. Reprenons les notations de la question 3.3.1 ou nous avions :

UnVn - Wn = Z U;. Uj
(i;))ECy; ij>n

Et par la méme occasion (I'ensemble sur lequel s’effectue la sommation est exactement le méme) :

UpVipn =Ty = Z . |Uj|
(i;))€Cn; 1j>n

Pour chaque couple (i ; j) de cet ensemble de sommation : —|u;]. |vj| < uvj < |yl |vj

, donc cette double

inégalité commune aux termes associés a 'ensemble de sommation s’étend aux sommes elles-mémes :

— Z lul. |v] < Z U vj < Z luil. ]

(I;)ECy; ij>n (I;)€ECy; ij>n (i;)€EC; ij>n

Il en résulte I'inégalité :

u.vj| < Z lu;l. |v]

(i;))ECn; ij>n (i)ECy ; ij>n
Autrement dit : | UV = Wy | <ULV, — Ty

(ii). Nous avons vu dans la question 3.2.3 que la convergence des sommes des valeurs absolues des termes

d’une suite impliquait la convergence des sommes des termes de cette suite.

Lhypothése « (U',,) et (V',,) sont convergentes » implique que (U,,) et (V) sont elles-mémes convergentes.

Il en résulte que la suite produit (U,V},) converge vers (lim Un) X (lim Vn).
n—oo

n—oo

D’autre part, la question 3.3.2, appliquée au présent contexte, montre que les suites (U’,,V',,) et leur convolée

(T;,) ont la méme limite. Leur différence a pour limite zéro :7111—{20( u,.v,—-T,=0.

La suite (U, V,, — W,) étant majorée en valeur absolue par une suite qui converge vers zéro, elle converge elle-
méme vers zéro. Nous pouvons en déduire que la suite (W;,) est elle aussi convergente et qu’elle a pour limite

celle de (U, V) :

Les suites (U, V},) et (W},,) convergent vers (lim Un) X (lim Vn).
n—o0o

n—>oo
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3.4. Application a I'étude d’une suite

_um 1

Les suites en jeu sont les suivantes : u, = 2 5 Vn =3

3.4.1. Leur produit de convolution est la suite définie par :
d 1 d d* 1
d? n\?2 d? n?2 n2
d divise n (a) d divise n d divise n
La question 2.2 a montré que Y givise 1 #(d) = u(1) = L et que pourn = 2: Y4 givisen 4(d) =0
En conséquence : wy=1letpourn=2, w, =0
Nous pouvons en déduire que pour tout entier strictement positif n: W, = Y}_, wy, = 1.

La suite (I#;,) est la suite constante égale a 1 pour tout n.

3.4.2. La convergence de la suite )14 —zaeté établie dans le probléme 1 (résultat « classique »). Ce probléeme

2
. s . I . . N3 .
a aussi établi que la limite de cette suite est égale a . Nous admettons ces résultats.

La suite };;;—, U est alors convergente car ses termes sont majorés en valeur absolue par ceux d’une série

o)
n2

1 .
< —z pour tout n vu que la fonction « mu » prend les valeurs 0, ou 1, ou —1.

convergente : |

Dans le présent contexte, le produit des suites (3= Ux) et (X k=1 Vi) a pour limite la méme que celle de la

suite constante (W},), égale ici a 1 pour tout n.

C’est donc que le produit de leurs limites est égala 1 :

. 2 :" pu(k) . 2 :n 1) : z :” p(k)y _ m?
(nl—I?TgO k=1 k2 X Tll—>n.}0 k=1 k2 nl_)nc;lo k=1 k2 % 6

Nous en déduisons que :

nopk) 6

2

lim U, = lim =
n—oo n n—oo k=1 k2 s
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Partie 4 : Un théoreme de Césaro

4.1. Premiére méthode de calcul de P(C,,)
4.1.1. Considérons l'application (x,y) — s(x,y) = (y,x) définie sur 'ensemble {1; ...; n}?.

Il s’agit d’une bijection de {1 ; ...; n}? sur lui-méme (en effet, I'application s est involutive : s o s = I).

On note que s laisse globalement invariant I'ensemble C,,. En effet, x A y = y A x pour tout couple d’entiers
(x,¥), en particulier le couple (x,y) est un couple d’entiers premiers entre eux si et seulement si le couple

(y,x) enestun, de ce fait (x,y) € €, & s(x,y) € C,.

L’application s étant une bijection de I'ensemble fini {1 ; ...; n}? sur lui-méme, chaque partie de cet ensemble
et son image par s ont le méme nombre d’éléments. Or: x <y & y > x, c'est-a-dire que l'application s

échange les deux ensembles C;f et C;; : (x,y) € ¢ & s(x,y) € C;,.

Nous en déduisons que : card(C;Y) = card(Cy))

D’autre part, on peut définir une partition de C,, en trois ensembles disjoints : C,, = C,¥ U C;; U {(1,1)}.

Nous en déduisons que : card(C,)=card(C,) + card(C;) + 1 = 1 + 2card(C;})

4.1.2 et 4.1.3. Trions les couples (a, b) € C,} suivant la valeur de leur deuxiéme composante b. Compte tenu

de I'inégalité 1 < a < b pour les couples de C,!, cette deuxiéme composante prend les valeurs allant de 2 a n.

Définissons, pour tout entier k tel que 2 <k <n: (k) ={(a,b) € C;} ; b =k}. Nous obtenons une

partition de C;} en sous-ensembles deux a deux disjoints : C;f = C;H(2) U ...u G (n).
En conséquence : card(C,) = card(C;F(2)) + --- + card(C,f (n)).

1<a<k

Par construction, les éléments de C, (k) sont les couples (a, k) tels que : {a k=1

Par définition de la fonction indicatrice d’Euler, le nombre d’éléments de C,;f (k) est : card(C,f (k)) = ¢ (k)
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Nous en déduisons :

card(C) = 9(2) + -+ () = ) p(k)
k=2

card(C,) = 1+ 2card(C;)) =1+2 Z o (k)
k=2

Compte tenu de I'équiprobabilité des tirages, et du fait que la probabilité d’un couple donné de {1 ; ...; n}? soit

égale a %:
P(C) = ) %(1 +2 Z go(k))

Si nous commencons la sommation a I'indice k = 1:
n n
> ot = (Z w(k)) -
k=2 k=1

Ce qui donne la relation :

4.2. Deuxieme méthode de calcul

Dans cette question, I'ensemble D;, est I'ensemble des couples (a, b) appartenant a {1;...; n}? tels que les
entiers a et b sont tous deux des multiples du nombre premier gy, c’est-a-dire tels que g figure dans les deux

décompositions en facteurs premiers, celle de a et celle de b.

4.2.1. Etant donné un couple (a,b) appartenant a {1;...;n}?, on sait que les entiers a et b ne sont pas
premiers entre eux si et seulement s’ils sont multiples d’'un méme nombre premier. S'il existe, ce nombre

premier est < n, il ne peut &tre qu’un nombre premier de la liste {q;, ..., ¢, } :

(a,b) €{1;..;n}? apeil: .
{ anb#1 © 3kefl;..;r},(ab) €Dy
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Il en résulte que la réunion Uy—; Dy d’une part et I'ensemble C,, d’autre part sont complémentaires. En

conséquence :

,
card(C,) + card (U Dk> =card({1;...;n}?) =n?
k=1

T
card(C,) = n? — card (U Dk>

k=1

4.2.2. Soit, conformément a I'énoncé, k indices tels que: 1 < iy < <ip <ret qi pourj=1; ..;kles
nombres premiers associés. Les entiers qi étant des nombres premiers, ils sont deux a deux premiers entre

eux, leur PPCM est égal a leur produit. Deux entiers a et b sont divisibles par chacun d’entre eux si et seulement

s’ils sont tous deux divisibles par le produit Hle qi - Autrement dit :

K
k
(a,b) € ﬂ D, < 1_[ qi; divise a et b
. j=1
j=1

Un couple (a,b) de {1; ...;n}? appartient a ﬂle Dl-]. si et seulement si a et b sont tous deux divisibles par le
k ’ 7 . . k ’ . . . .

nombre Hj:1 qi; - On note que I'ensemble décrit par ces entiers ]_[]-:1 qi; lorsqu’on fait varier les indices k et

[; est un ensemble de nombres « sans facteur carré », chacun de ces nombres « sans facteur carré »

représentant I'ensemble ﬂleDij auquel il appartient.

Déterminons le nombre d’éléments de I'ensemble ﬂ?:l D;; :

Pour cela, considérons la division euclidienne de n par le nombre ]‘[};1 qi

Un entier strictement positif x est divisible par H?zlqij si et seulement s’il existe un entier d strictement

positif tel que x = (]‘[?=1 q; ) xd.

Or, dans 'ensemble {1;...;n},ilya [ﬁ] multiples du nombre ]‘[;-‘=1 qi; -
j=14i;

En effet, la partie entiere [%] représente le quotient de la division euclidienne de n par H?zlqij . Les
j=111

; k s k . k L n k )
multiples de ]_[j:1 q;; situés entre 1 et n sont ]_[j:1 i ; 2 X ]_[J:1 Qi 5o [l’[};lm}-] x [Tj=14;

Gilbert JULIA gjmaths.fr 24



CG Maroc 2024

2
s o . n . ., .
Nous en déduisons qu’il y a dans I'ensemble Q,, exactement [ T ] couples (a, b) constitués d’entiers
j=1 i]-

2
n
k

tous deux divisibles par les entiers qi; :

k
card ﬂ Dl-j =
j=1

4.2.3. En appliquant la formule d’inclusion-exclusion :

card (kLrJ Dk> = ki(— 1)k-1 Z card ]é D;;

=1 =1 12y <-<ix=n

Nous en déduisons, par complémentarité :

r T 2
card(C,) = n? — card( D > =n?+ ) (-1)* [L]
IU ‘ ; Z 9«21 qi;

=1 10, <-<ip<n

Il reste a établir un lien avec la formule donnée dans I’énoncé. Pour cela, revenons sur la formule :

card (O Dk> = Zr:(—l)k‘l Z cardjrlleij

k=1 k=1 150y <<ig<n

Comptabilisons les couples de {1 ; ...; n}? formé de deux entiers non premiers entre eux en les triant suivant

les entiers d de 'ensemble {2 ; ...; n} qui les divisent.

e Ou bien d est sans facteur carré. Il est de la forme d = H?:l q;; et il représente une intersection

2

2

ﬂ;-;lDij avec ses [ - nq ] = [g] éléments. Dans ce cas : (—1)*"1 = —u(d)
j=1 L]

e Oubien dades facteurs carrés et dans ce cas les couples (a, b) divisibles par d sont déja comptabilisés

avec les diviseurs de d sans facteur carré. Dans ce cas : u(d) =0

Gilbert JULIA gjmaths.fr 25



CG Maroc 2024

Nous obtenons la formule :

card <U Dk) - Z u(d) [g]z
k=1 a=2
Dk>=n +Zu(d)[d

card(C,) = n? — card(
k=1

2
Soit, en fin de compte, vu que n? = u(1). [ﬂ

card(G) = Y (@) [3]
d=1

P(Cn)_card(Cn) izz @ d]

4.3. Confrontons les deux expressions de P(C,) obtenues dans les deux méthodes de calcul:

P(Cy) = ( 142 Z <o(k))
P(C) = n—(Z k(@3] )
a=1

Nous en déduisons :

= —1+2 Z pk) = Z u(d). [g]z
k=1 d=1

d=1
n Terminé
Ci-contre la liste  des 142 E (prili)
ey 2 Definep(n):k:—1
probabilités p(C,) pour n 2
X (e scablaln2o) 3711192354355 63 85 51 115 127 143 159 191 203 239 51
allant de 1 a 20, calculées "479°16'25736'7 647817100 121 144169 196 225 256 289 324361 80
. ©gilbertjulia
d’abord par la premiere _ »
Define mu={1,1,1,0,-1,1,1,0,0,1,1,0,-1,1,1,0,-1,0,-1,0} Terminé
méthode puis par la deuxiéme. - 2 Terminé
E mu[d} int
) d=1
les deux méthodes sont Pefired—————
sealgli)n1.20) 3711192354355 63 83 91 115 127 143 159 191 203 29 51
concordantes. "479°16'25736'7 647817100 121 144169 196 225 256 289 324361 80
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Calculons @(n) :
Pour cela, exprimons, pour n = 2, la différence Y7_; ¢(k) — Y21 (k) :

Y o) =1<1 +il‘(d)-[fr> d S
n_ki=1 1 2 n_d1=1 i i e = ¢(n) =%<Z u(d). [d Z [Tl - 1] )
;qo(k) :§<1 + ;u(d)- [T )

d=1 d=1
Exprimons la différence des deux sommes figurant dans 'expression de @(n) :

Zuu).[gr—zm[”; oy —u(n)+Zu(d)<d] —["_1])

Etudions les parties entieres figurant dans cette expression, lorsque dvariedela n—1:

Soitn =Q.d +ravecQ = B] et 0 < r < d la division euclidienne de n par d.

e Si0<r<d,larelationn —1=Q.d + (r — 1) est aussi une division euclidiennecar0 <r — 1 < d.
Dans ce cas, d ne divise pas n et [n7—1] = [%] .

e Sir=0,larelatonn—1=(Q —1).d + (d — 1) devient la division euclidienne de (n — 1) par d.

- n|f_n n-1] _n n]? n—12_n
Dans ce cas, d divise n, [E] =2 et [T =7 —1. Parconsequent” — T] —23—1

Les seules valeurs de d qui apportent une contribution non nulle a lasomme qui précéde sont celles qui divisent

I'entier n. Nous obtenons :

dz p(@). [ Z WO e Y @ (22-1)

d divise n
d<n

Nous en déduisons :

<p(n)——<zu(d) kg Zu(d) [—]>=— e+ Y @ (25-1)

d divise n
d<n

Dans la somme obtenue, il manque le cas « d = n » pour parcourir tous les diviseurs de n. Or, lorsque d = n,
I'expression u(d) (2%— 1) prend la valeur u(n) (2%— 1) = u(n), qui est égal au terme placé « hors-

somme ».
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Nous pouvons incorporer ce terme dans le sigma pour y représenter le cas « d = n ».

<p(n)=§( > u@ (251 ) S @iz > @

d divise n d divise n d divise n

Nous avons vu dans la question 2.2 que : Y. givise n #(d) = 0.

Nous obtenons en fin de compte :

o) = D ud

d divise n

4.4. Nous avons vu la formule donnant une expression de P(C,,) :

n

P(C=—; Zu()[d =Z sl

Nous avons vu aussi que |u(d)| < 1 pour tout entier d > 1.

Démontrons d’abord que la suite (P(Cn)) est une suite convergente.

NneNx*

Soit n un entier tel quen > 1.

Pour tout entier d tel que 1 < d < n et d’aprés la définition de la partie entiere :

2 2
n n n 1 [n 1 u(@)| [n 1
0=~ <|z| S5 donc0 <~ || <_;etaussi: =1zl =2
n u@[n 2 .y ’
Les termes de la somme Zdzl—nz [E] sont majorés en valeur absolue par ceux, homologues, d'une somme

convergente, d’aprés la question 3.3.3, la suite (P(Cn))neN* est convergente.

. . 1 , N . .
NB. Le fait que la suite 2321; est convergente est prouvé dans le probleme 1 du méme sujet.
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. ) d d
Majorons en valeur absolue I'écart entre ).77_; i )[ ] etyn_ 1”( ),

n2 daz
i d) u(d)

- [ ol -1

nz [d] _2

%M:

D’apres la définition de la partie entiére :

2
n 2 1 1 [n
- — -1 <= - — = <= _— — — |- _—
d 1<[d]_ddoncd n<n[d] d etd2 dn+n2<n2[d] -

Nous en déduisons pour tous entiers tels que 1 < d < n lI'encadrement :

2 i 1 < 1 [n]z 1 <0
dn n? n2ld dz —
Puis la majoration de chaque terme figurant dans la derniere somme écrite :

1 2 1

dn n?

el

D’ou une majoration de I'écart :

pu(d)

- Y ()

. . . . . 1
Majorons cette derniéere somme, en admettant la majoration (classique) ;zgzlg <Ilhn+1:

i(%_ﬁ) %(22)‘%% (22)‘1 <

d=1 d=1

. . Inn ) . .y . . )
On sait que lim (T) = 0. L'écart entre les deux suites est majoré par une suite qui converge vers zéro. Nous

d)) i

en déduisons que les deux suites converge vers la méme limite :

tmn e = i (Y P ) < m (
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h
Ci-contre avec TI-Nspire CAS : e z I,[P’“'("D
1

T
L Define pln)
L Le calcul de la probablllte

P(C,) lorsque n = 10 puis pl10)
pl100)

lorsque n = 100. test(10,10000)

e Une simulation permettant
de comparer les fréquences
observées (ici sur 10000
test(100,10000)

essais) avec les probabilités

théoriques.

2

n

Terminé

0.6087

nombre d'essais 10000.
nombre de succés 6324.

fréquence 0.6324

Terminé

nombre d'essais 10000.
nombre de succes 6076.

fréquence 0.6076

Terminé

"test” enreqIstr, emectue
Define test(n,e]:
Prgm
Local u,r,a,b
0-r
For u,1,e
randIntl{1,7)—>a
randIntl{1,7|—>b

If gcd(a,b)=1 Then

rtl-w

EndIf
EndFor
Disp "nombre d'essais",e
Disp "nombre de succes",»

’
Disp "fréquence",—
e

EndPrgm

On constate que le nombre P(C;¢o) n'est déja plus tres éloigné de la limite % = 0,6079 3 10™* prés.

On constate que les résultats théoriques sont
compatibles avec ceux de la simulation. Avec 10000
essais, la simulation donne au seuil 95 % les
fourchettes  0,6224 < P(Cyp) < 0,6424 et
0,5976 < P(Cyp0) < 0,6176 , les probabilités
théoriques sont bien dans ces fourchettes).

Ce que confirme ci-contre une autre tentative

analogue de simulation.

test(10,10000)

test (100,10000"

Gilbert JULIA gimaths.fr

nombre d'essais 10000.
nombre de succés 6291.

fréquence 0.6291

Terminé

nombre d'essais 10000.
nombre de succés 6096.

fréquence 0.6096

Termine*
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