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Concours Général Maths 2024 : Eléments de correction 
 

 

 
Il s’agit ici d’un travail personnel, qui ne prétend pas être une correction « officielle ». Seuls les problèmes 1 et 3 sont étudiés. 

 

 

Exercice 1 : Etude d’une suite 

 
 
 

 
Partie 1 : Généralités. 

 

1. Il s’agit dans cette question 1 de justifier la légitimité de la construction par récurrence de la suite « associée 

à  ». Un terme de la suite n’admet un successeur que s’il est positif. 

 

Montrons par récurrence sur n que la propriété  ℘𝑛 : « 𝑢𝑛 ≥ 0 » est vérifiée pour tout entier naturel n. 

Initialisation :  𝑢0 = 𝛼 ≥ 0  par hypothèse, ce qui montre que ℘0 est vérifiée. 

 

Hérédité : Supposons que, pour un certain entier naturel n, la propriété  ℘𝑛 : « 𝑢𝑛 ≥ 0 » soit vérifiée.  

Alors, puisque la fonction racine carrée est définie sur ℝ+ et prend ses valeurs dans ce même ensemble, le 

nombre √𝑢𝑛 existe et est supérieur ou égal à 0. 

Il en résulte que : 𝑢𝑛+1 =
1

𝑛+1
+√𝑢𝑛 ≥ 0 (positif car somme de deux nombres positifs) 

Si ℘𝑛 est vérifiée, alors ℘𝑛+1 l’est aussi, la propriété ℘𝑛 est héréditaire. 

Etant initialisée au rang 0 et héréditaire, cette propriété ℘𝑛 est vérifiée pour tout entier 𝑛 ≥ 0. 

Tous les termes de la suite associée à  sont positifs. 

 

2. Soit deux réels tels que 𝛽 ≥ 𝛼 ≥ 0  et les suites (𝑣𝑛)  et (𝑢𝑛)  qui leur sont respectivement associées (la 

positivité des nombres  et  garantit l’existence de ces suites qui sont des suites de nombres positifs.) 

Montrons par récurrence sur n que la propriété  ℘𝑛 : « 𝑣𝑛 ≥ 𝑢𝑛 » est vérifiée pour tout entier naturel n. 

Initialisation :  𝑣0 = 𝛽 ≥ 𝛼 = 𝑢0  par hypothèse, ce qui montre que ℘0 est vérifiée. 
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Hérédité : Supposons que, pour un certain entier naturel n, la propriété  ℘𝑛 : « 𝑣𝑛 ≥ 𝑢𝑛 » soit vérifiée.  

Alors, puisque la fonction racine carrée est une fonction croissante sur ℝ+, elle conserve le sens des inégalités :  

𝑣𝑛 ≥ 𝑢𝑛  ⟹  √𝑣𝑛 ≥ √𝑢𝑛 et en conséquence : 𝑣𝑛+1 =
1

𝑛+1
+√𝑣𝑛 ≥

1

𝑛+1
+√𝑢𝑛 = 𝑢𝑛+1 

Si ℘𝑛 est vérifiée, alors ℘𝑛+1 l’est aussi, la propriété ℘𝑛 est héréditaire. 

Etant initialisée au rang 0 et héréditaire, cette propriété ℘𝑛 est vérifiée pour tout entier 𝑛 ≥ 0. 

Pour tout entier naturel n : 𝑣𝑛 ≥ 𝑢𝑛 

 

3. Soit (𝑤𝑛) la suite associée à 0. Montrons par récurrence sur n que la propriété  ℘𝑛 : « 𝑤𝑛 ≥ 1 » est vérifiée 

pour tout entier strictement positif n. 

Initialisation :  𝑤1 =
1

0+1
+ √0 = 1  ce qui montre que ℘1 est vérifiée. 

 

Hérédité : Supposons que, pour un certain entier strictement positif n, la propriété  ℘𝑛  : « 𝑤𝑛 ≥ 1  » soit 

vérifiée.  

Alors, puisque la fonction racine carrée est une fonction croissante sur ℝ+, elle conserve le sens des inégalités :  

𝑤𝑛 ≥ 1 ⟹  √𝑤𝑛 ≥ √1 = 1 et en conséquence : 𝑤𝑛+1 =
1

𝑛+1
+√𝑤𝑛 ≥

1

𝑛+1
+ 1 ≥ 1 

Si ℘𝑛 est vérifiée, alors ℘𝑛+1 l’est aussi, la propriété ℘𝑛 est héréditaire. 

Etant initialisée au rang 1 et héréditaire, cette propriété ℘𝑛 est vérifiée pour tout entier 𝑛 ≥ 1. 

Pour tout entier strictement positif n : 𝑤𝑛 ≥ 1 

 

NB. Si tous les termes de la suite associée à 0 sont ≥ 1, alors d’après la question 2 il en est de même de tous 

les termes de toute suite (𝑢𝑛) associée à un réel positif donné  puisqu’une telle suite majore (𝑤𝑛). Pour 

tout entier naturel n : 𝑢𝑛 ≥ 𝑤𝑛 ≥ 1. 

 

4. Supposons que la suite (𝑢𝑛) associée à un réel positif donné  soit convergente vers un réel ℓ. D’après la 

remarque de la question précédente :  ℓ ≥ 1. 

 Passons à la limite dans la relation de récurrence, en tenant compte que la limite d’une suite ne dépend pas 

d’un décalage d’indexation :  

ℓ = lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1 = lim
𝑛→∞

(
1

𝑛 + 1
+ √𝑢𝑛) = lim

𝑛→∞
(

1

𝑛 + 1
) + lim

𝑛→∞
(√𝑢𝑛) 
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D’une part lim
𝑛→∞

(
1

𝑛+1
) = 0 et d’autre part, la fonction racine carrée étant continue sur ℝ+, donc en particulier 

en ℓ, lim
𝑛→∞

(√𝑢𝑛) = √ lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = √ℓ. 

Il en résulte que le nombre ℓ est solution de l’équation ℓ = √ℓ . Cette équation ayant pour solutions 0 et 1, la 

seule possibilité dans ce contexte est ℓ = 1. 

Si la suite (𝑢𝑛) associée à un réel positif donné  est convergente, alors elle converge vers 1. 

 

5. Considérons la suite (𝑢𝑛) associée à un réel positif donné . Etudions les différences de deux termes 

consécutifs de cette suite, en écrivant à leur propos une relation de récurrence : 

𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1 = (
1

𝑛 + 2
+ √𝑢𝑛+1) − (

1

𝑛 + 1
+ √𝑢𝑛) = −

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
+ (√𝑢𝑛+1 −√𝑢𝑛) 

𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1 = −
1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
+
(𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛)

√𝑢𝑛+1 +√𝑢𝑛
 

 

Déterminons une condition pour que la propriété  ℘𝑛 : « 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0 » soit vérifiée. 

 

Hérédité : Supposons que, pour un certain entier naturel n, la propriété  ℘𝑛 : « 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0 » soit vérifiée. 

Alors, nous avons aussi 𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1 ≤ 0 car 𝑢𝑛+2 − 𝑢𝑛+1 est dans ce cas la somme des deux nombres réels 

négatifs,  −
1

(𝑛+1)(𝑛+2)
 et 

(𝑢𝑛+1−𝑢𝑛)

√𝑢𝑛+1+√𝑢𝑛
 

Si ℘𝑛 est vérifiée, alors ℘𝑛+1 l’est aussi, la propriété ℘𝑛 est héréditaire. 

 

Initialisation :   

Remarquons d’abord que√
3+√5

2
=

1+√5

2
. Le lecteur pourra vérifier que (

1+√5

2
)
2

=
3+√5

2
 

Evaluons la différence entre les deux premiers termes de cette suite :  𝑢1 − 𝑢0 = (1 + √𝛼) − 𝛼 

Cette différence est la valeur en 𝑏 = √𝛼 du trinôme du second degré T défini par : 𝑇(𝑏) = −𝑏2 + 𝑏 + 1. 

Or, ce trinôme T a deux racines, 
1+√5

2
 ;  
1−√5

2
  et se factorise en :  𝑇(𝑏) = −(𝑏 −

1+√5

2
) (𝑏 −

1−√5

2
). 

Il est strictement négatif quand 𝑏 >
1+√5

2
. 

Lorsque 𝛼 >
3+√5

2
, nous avons √𝛼 >

1+√5

2
 et 𝑢1 − 𝑢0 = 𝑇(√𝛼) < 0. En conséquence  ℘0 est vérifiée. 
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Ainsi, la condition 𝛼 >
3+√5

2
 permet l’initialisation au rang 0 de la propriété ℘𝑛 : « 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0 ». 

Lorsque 𝛼 >
3+√5

2
, la propriété ℘𝑛 : « 𝑢𝑛+1 − 𝑢𝑛 ≤ 0 » est vérifiée pour tout entier naturel n, la suite 

associée à  est alors une suite décroissante. 

 

Une telle suite étant décroissante et minorée par 1 est convergente. Elle converge donc vers 1, seule limite 

possible. 

 

Considérons maintenant une suite (𝑢𝑛) associée à un réel 𝛼 ≤
3+√5

2
. D’après la question 2, elle est majorée 

par n’importe quelle suite associée à un réel >
3+√5

2
 (par exemple celle qui est associée à 3). 

(𝑢𝑛) est donc encadrée par la suite constante 1 (d’après la question 3) et par une suite qui converge vers 1. 

D’après le théorème des gendarmes, elle converge vers 1. 

Ainsi, toute suite (𝑢𝑛)  associée à un nombre positif  converge vers 1, que 𝛼 >
3+√5

2
 ou non. 
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Partie 2 : Un cas particulier. 

 

 

Un algorithme pour avoir une petite 

idée du comportement de la suite 

étudiée.  

 

 

6. NB. Dans cette question, nous admettons et utiliserons un encadrement de la fonction 𝑥 ⟼ √1 + 𝑥 qui 

est l’encadrement, pour tout réel x positif :  1 +
𝑥

2
−
𝑥2

8
≤ √1 + 𝑥 ≤ 1 +

𝑥

2
 

  

Montrons par récurrence sur n que la propriété  ℘𝑛  : « 1 +
2

𝑛
≤ 𝑡𝑛 ≤ 1 +

3

𝑛
  » est vérifiée pour tout entier 

strictement positif n. 

Initialisation : En consultant les résultats affichés par l’algorithme précédent, nous constatons que  ℘𝑘  est 

vérifiée pour tout entier n allant de 1 à 10. 

 

Hérédité : Supposons que la propriété  ℘𝑛  : « 1 +
2

𝑛
≤ 𝑡𝑛 ≤ 1 +

3

𝑛
  » soit vérifiée pour un certain entier 

strictement positif n. 

Compte tenu de la relation de récurrence 𝑡𝑛+1 =
1

𝑛+1
+√𝑡𝑛 et du fait que la fonction racine carrée conserve 

le sens des inégalités, nous obtenons l’encadrement : 
1

𝑛+1
+√1 +

2

𝑛
≤ 𝑡𝑛+1 ≤

1

𝑛+1
+√1 +

3

𝑛
. 

Compte tenu de l’encadrement admis :  

• D’une part : 1 +
1

2
×
2

𝑛
−
1

8
×

4

𝑛2
= 1 +

1

𝑛
−

1

2𝑛2
≤ √1 +

2

𝑛
  

• D’autre part : √1 +
3

𝑛
≤ 1 +

1

2
×
3

𝑛
= 1 +

3

2𝑛
  

De sorte que :  1 + (
1

𝑛+1
+
1

𝑛
−

1

2𝑛2
) ≤ 𝑡𝑛+1 ≤ 1 + (

1

𝑛+1
+

3

2𝑛
) 
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• D’une part : (
1

𝑛+1
+
1

𝑛
−

1

2𝑛2
) −

2

𝑛+1
=

𝑛−1

2𝑛2(𝑛+1)
 , ce qui est ≥ 0 pour tout 𝑛 ≥ 1.  

 

• D’autre part : (
1

𝑛+1
+

3

2𝑛
) −

3

𝑛+1
=

3

2𝑛
−

2

𝑛+1
= −

𝑛−3

2𝑛(𝑛+1)
 ce qui est ≤ 0 pour tout 𝑛 ≥ 3.  

 

En conséquence nous obtenons pour 𝑛 ≥ 3 les deux inégalités simultanément :   

1 +
2

𝑛+1
≤ 1 + (

1

𝑛+1
+
1

𝑛
−

1

2𝑛2
) ≤ 𝑡𝑛+1 ≤ 1 + (

1

𝑛+1
+

3

2𝑛
) ≤  1 +

3

𝑛+1
 

 

Lorsque 𝑛 ≥ 3, si  ℘𝑛 est vérifiée, alors ℘𝑛+1 l’est aussi, la propriété ℘𝑛 est héréditaire à partir du rang 3. 

Etant initialisée aux rangs 1, 2 et 3 et héréditaire à partir du rang 3, cette propriété ℘𝑛 est vérifiée pour tout 

entier 𝑛 ≥ 1. 

Pour tout entier strictement positif n : 1 +
2

𝑛
≤ 𝑡𝑛 ≤ 1 +

3

𝑛
   

 

7. Un algorithme pour avoir une petite idée de ce 

qu’il se passe dans cette question. 

 

 

L’inégalité 1 +
2

𝑛
≤ 𝑡𝑛 déjà obtenue implique que 2 ≤ 𝑛(𝑡𝑛 − 1), c’est-à-dire que 2 ≤ 𝑠𝑛 pour tout 𝑛 ≥ 1. 

 

Il reste à démontrer que 𝑛(𝑡𝑛 − 1) = 𝑠𝑛 ≤ 2 +
6

𝑛
, inégalité équivalente à : 𝑡𝑛 ≤ 1 +

2

𝑛
+

6

𝑛2
. 

Montrons par récurrence sur n que la propriété  ℘𝑛  : « 𝑡𝑛 ≤ 1 +
2

𝑛
+

6

𝑛2
 » est vérifiée pour tout entier 

strictement positif n. 

Initialisation : En consultant les résultats affichés par l’algorithme précédent, ℘𝑘 est vérifiée pour tout entier 

n allant de 1 à 10. 
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Hérédité : Supposons que la propriété  ℘𝑛  : « 𝑡𝑛 ≤ 1 +
2

𝑛
+

6

𝑛2
  » soit vérifiée pour un certain entier 

strictement positif n. 

Compte tenu de la relation de récurrence 𝑡𝑛+1 =
1

𝑛+1
+√𝑡𝑛 et du fait que la fonction racine carrée conserve 

le sens des inégalités, nous obtenons l’encadrement :   𝑡𝑛+1 ≤
1

𝑛+1
+√1 +

2

𝑛
+

6

𝑛2
. 

Compte tenu de la majoration admise sur la fonction racine carrée :  

√1 +
2

𝑛
+

6

𝑛2
≤ 1 +

1

2
× (

2

𝑛
+

6

𝑛2
) = 1 +

𝑛+3

𝑛2
 de sorte que :   𝑡𝑛+1 ≤ 1 +

1

𝑛+1
+
𝑛+3

𝑛2
 

Comparons le nombre 
1

𝑛+1
+
𝑛+3

𝑛2
  avec le nombre 

2

𝑛+1
+

6

(𝑛+1)2
  en étudiant le signe de la différence 

(
1

𝑛+1
+
𝑛+3

𝑛2
) − (

2

𝑛+1
+

6

(𝑛+1)2
)  

La copie d’écran ci-contre montre que cette 

différence est égale à 
2𝑛2−7𝑛−3

𝑛2.(𝑛+1)2
  et qu’elle est 

négative pour tout entier 𝑛 ≥ 4. 

Lorsque 𝑛 ≥ 4, nous obtenons :  

𝑡𝑛+1 ≤ 1 +
2

𝑛 + 1
+

6

(𝑛 + 1)2
 

 

 

 

Lorsque 𝑛 ≥ 4, si  ℘𝑛 est vérifiée, alors ℘𝑛+1 l’est aussi, la propriété ℘𝑛 est héréditaire à partir du rang 4. 

Etant initialisée aux rangs 1, 2, 3 et 4 et héréditaire à partir du rang 4, cette propriété ℘𝑛 est vérifiée pour tout 

entier 𝑛 ≥ 1.  Pour tout entier strictement positif n :  𝑡𝑛 ≤ 1 +
2

𝑛
+

6

𝑛2
. 

Il est équivalent de dire que 𝑠𝑛 ≤ 2 +
6

𝑛
 et finalement 2 ≤ 𝑠𝑛 ≤ 2 +

6

𝑛
 pour tout entier strictement positif n. 

 

8. lim
𝑛→∞

(
𝑡𝑛−1−

2

𝑛
1

𝑛

) = lim
𝑛→∞

(𝑛(𝑡𝑛 − 1) − 2) = lim
𝑛→∞

(𝑠𝑛 − 2) = 2 d’après le théorème des gendarmes appliqué à 

la suite (𝑠𝑛) minorée par 2 et majorée par une suite convergeant vers 2. 

 

9. Traitée en cours de route. 
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10. Soit  un réel positif et (𝑢𝑛) sa suite associée. Considérons la propriété  ℘𝑛 : « 1 +
2

𝑛
≤ 𝑢𝑛 ≤ 1 +

2

𝑛
+

6

𝑛2
». 

 

Hérédité. Par rapport à ce que nous avons vu à la question 8, rien ne change, cette propriété est héréditaire à 

partir du rang 4.   

Cette propriété peut-elle être initialisée ?   

Cas de l’inégalité 𝟏 +
𝟐

𝒏
≤ 𝒖𝒏 

L’algorithme « suitecg » est ici appliqué pour 

𝛼 = 0  ,il montre que cette inégalité est 

initialisée au rang 5. Elle est donc initialisée à ce 

rang pour tout 𝛼 ≥ 0 

 

Cas de l’inégalité :  𝒖𝒏 ≤ 𝟏 +
𝟐

𝒏
+

𝟔

𝒏𝟐
 

 

L’algorithme ci-contre montre que cette inégalité est initialisée 

au rang 4 lorsque 𝛼 ≤ 400 mais non pas lorsque 𝛼 = 500. 
 

Elle est initialisée au rang 5 lorsque 𝛼 ≤ 400 0 mais non pas 

lorsque 𝛼 = 5000. 

 

 

 

Etant donné un entier 𝑛 ≥ 2 , on peut se demander quelle valeur initiale 𝑎(𝑛)  conviendrait pour que l’on 

ait exactement : 𝑢𝑛 = 1 +
2

𝑛
+

6

𝑛2
  

• De la relation 𝑢𝑛 = √𝑢𝑛−1 +
1

𝑛
, on déduit que : 𝑢𝑛−1 = (𝑢𝑛 −

1

𝑛
)
2

 

• De la relation 𝑢𝑛−1 = √𝑢𝑛−2 +
1

𝑛−1
, on déduit que : 𝑢𝑛−2 = (𝑢𝑛−1 −

1

𝑛−1
)
2
 

• … 

• De la relation 𝑢2 = √𝑢1 +
1

2
, on déduit que : 𝑢1 = (𝑢2 −

1

2
)
2
 

• De la relation 𝑢1 = √𝑢0 + 1, on déduit que : 𝑎(𝑛) = 𝑢0 = (𝑢1 − 1)
2 
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L’algorithme Python 

« initial » nous permet de 

proposer les premiers 

seuils.  

Nous retrouvons le fait que 

le seuil d’initialisation est 5 

lorsque la valeur initiale est 

4000 mais 6 lorsque la 

valeur initiale est 5000 
 

Ici, une mouture TI-Nspire est 

concordante avec les résultats 

obtenus. 

 

Si cet algorithme est correct, nous 

pouvons dire que pour : 

𝛼 ≤ 1,44 × 1086 

l’inégalité qui initialise le processus 

est vérifiée au plus tard au rang 12 et 

la propriété  ℘𝑛 est dès lors vérifiée. 

  

 

Comme dans la question 8, il en résulte que, lorsque 𝛼 ≤ 1,44 × 1086, il est assuré que : lim
𝑛→∞

(
𝑢𝑛−1−

2

𝑛
1

𝑛

) = 2 

 

Pour autant, la question n’est pas résolue. Il faudrait justifier rigoureusement que la suite des seuils diverge 

vers plus l’infini. Voilà qui restera ouvert … 
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Une « feuille de route » possible (?) pour résoudre cette question  

Désignons par u la suite associée au seuil 𝑎(𝑛) et par v la suite associée au seuil 𝑎(𝑛 − 1). 

Par définition de ces suites les termes de rangs n de l’une et 𝑛 − 1   de l’autre sont définis par : 

ቐ
𝑢𝑛 = 1 +

2

𝑛
+

6

𝑛2

𝑣𝑛−1 = 1 +
2

𝑛−1
+

6

(𝑛−1)2

. Leurs termes de rang  𝑛 − 1 sont : ቐ
𝑢𝑛−1 = (𝑢𝑛 −

1

𝑛
)
2
= (1 +

1

𝑛
+

6

𝑛2
)
2

𝑣𝑛−1 = 1 +
2

𝑛−1
+

6

(𝑛−1)2

 

Pour tout entier k tel que  0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1,considérer le quotient :   𝑞𝑘 =
𝑢𝑘

𝑣𝑘
  

Au rang   𝑞𝑛−1 =
𝑢𝑛−1

𝑣𝑛−1
=

(1+
1

𝑛
+
6

𝑛2
)
2

1+
2

𝑛−1
+

6

(𝑛−1)2

 compte tenu des propriétés des termes de ce rang. Et au rang 

zéro le quotient 𝑞0 =
𝑢0

𝑣0
 représente le quotient des deux seuils 

𝑎(𝑛)

𝑎(𝑛−1)
 

 

On peut rappeler pour éventuel usage que si x, y et z sont trois réels tels que 𝑥 > 𝑦 > 𝑧 > 0,  alors : 

 
𝑥−𝑧

𝑦−𝑧
>

𝑥

𝑦
 car   

𝑥−𝑧

𝑦−𝑧
−
𝑥

𝑦
=

𝑧(𝑥−𝑦)

𝑦(𝑦−𝑧)
 

1. Justifier que   𝑞𝑛−1 ≥ 1 +
1

𝑛2
 (pour 𝑛 ≥ 3 semble-t-il). 

2. Vérifier que 𝑞𝑛−2 =
𝑢𝑛−2

𝑣𝑛−2
= (

𝑢𝑛−1−
1

𝑛−1

𝑉𝑛−1−
1

𝑛−1

)

2

≥ 𝑞𝑛−1
2  

3.  Montrer que, plus généralement, pour 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛,  𝑞𝑛−𝑗 ≥ (1 +
1

𝑛2
)
2𝑗−1

  et qu’en particulier le quotient des 

seuils en jeu vérifie :  
𝑎(𝑛)

𝑎(𝑛−1)
= 
𝑢0

𝑣0
≥ (1 +

1

𝑛2
)
2𝑛−1

  

4. Conclure à propos de la divergence vers plus l’infini de la suite des seuils  (𝑎(𝑛))𝑛≥2  

 

 

Exercice 2 : Les bonbons cachés 
 

 
 
N’étant pas du tout parvenu à entrer dans la logique de la démarche de la partie 3 de l’énoncé, je ne suis pas 
en mesure d’en proposer une solution un tant soit peu consistante.  

En ce qui concerne les parties 1 et 2, de nombreuses sources traitent du « paradoxe de Monty-Hall ». Voir aussi 
sur la page « Concours Général » un document dédié à propos de cet exercice. 
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Exercice 3 : Intersections et réunions 

 
 

Partie 1 : Quelques cas particuliers 

 

1.a.  Par définition, ent(𝑥) est l’unique entier tel que :  ent(𝑥) ≤ 𝑥 < ent(𝑥)+1   (1) 

En retranchant 1 à chaque membre de cette double inégalité : ent(𝑥) − 1 ≤ 𝑥 − 1 < ent(𝑥)  (1’). 

 Des deux doubles inégalités, on déduit :  𝑥 − 1 < ent(𝑥) ≤ 𝑥. 

 

1.b. Sous les hypothèses de cette question : {
𝑛 ∈ ℤ

0 ≤ 𝑦 < 1
𝑥 = 𝑛 + 𝑦

  ⟹ {
𝑛 ∈ ℤ

𝑛 ≤ 𝑥 < 𝑛 + 1
𝑦 = 𝑥 − 𝑛

 

Par définition des parties entière et fractionnaire et compte tenu de l’unicité de la partie entière :  

{
𝑛 = ent(𝑥)
𝑦 = frac(𝑥)

 

 

2.a. ℰ(1) = {ent(
1

1
)=1 ; ent(

2

1
)=2 ; ent(

3

1
)=3 ; ….}  est par construction inclus dans ℕ∗ . Réciproquement, 

tout entier strictement positif k appartient à ℰ(1) puisque  𝑘 = ent(
𝑘

1
), ce qui justifie que ℕ∗ ⊂ ℰ(1). 

ℰ(1) = ℕ∗ 

 

2.b. Supposons que 𝑥 > 1 et soit n un entier strictement positif. ℰ(𝑥) est par construction inclus dans ℕ. 
Réciproquement, pour tout entier naturel n, l’intervalle [𝑛𝑥 ;  (𝑛 + 1)𝑥[ a pour longueur x, c’est-à-dire une 
longueur strictement plus grande que 1. Cet intervalle contient donc au moins un entier :  

L’ensemble des entiers K tels que 𝑛𝑥 ≤ 𝐾 < (𝑛 + 1)𝑥 est non vide. Soit alors K un tel entier. Il vérifie la double 

inégalité : 𝑛 ≤
𝐾

𝑥
< 𝑛 + 1 et de ce fait : ent(

𝐾

𝑥
)=𝑛 

Quel que soit 𝑛 ∈ ℕ,  𝑛 ∈ ℰ(𝑥) car il existe toujours au moins un entier K tel  que :  ent(
𝐾

𝑥
)=𝑛, ce qui justifie 

l’inclusion ℕ ⊂ ℰ(𝑥) comme dans la question précédente. On peut déduire de 2.a et 2.b que : 

Si 𝑥 > 1, alors   ℰ(𝑥) = ℕ 

 

3.a. Si le plus grand des deux réels  ou  est exactement égal à 1, l’ensemble qui lui est associé est égal à ℕ∗, 

l’un des deux ensembles ℰ() ou ℰ(𝛽) est déjà égal à ℕ∗et contient l’autre ensemble.  

ℰ() ∪ ℰ(𝛽) = ℕ∗ et ℰ() ∩ ℰ(𝛽) ≠ ∅. La propriété 𝑃∪ est vérifiée, 𝑃∩ ne l’est pas. 
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3.b. Si max(α, β)>1, l’ensemble qui lui est associé est égal à ℕ et contient l’autre ensemble.  

ℰ() ∪ ℰ(𝛽) = ℕ ≠ ℕ∗ et ℰ() ∩ ℰ(𝛽) ≠ ∅. Les propriétés 𝑃∪ et 𝑃∩ ne sont pas vérifiées. 

 

 
4.a. Soit x un réel quelconque, n un entier strictement positif et k un entier naturel.  
Par définition de la partie fractionnaire d’un nombre, si on considère le réel kx  : 0 ≤ frac(𝑘𝑥) < 1. 

Donc, quel que soit 𝑛 ∈ ℕ∗:  0 ≤ 𝑛 × frac(𝑘𝑥) < 𝑛 

{
0 ≤ 𝑛 × frac(𝑘𝑥) ⇒  ent(𝑛 × frac(𝑘𝑥)) ≥ 0

𝑛 × frac(𝑘𝑥) < 𝑛 ⇒  ent(𝑛 × frac(𝑘𝑥)) ≤ 𝑛 − 1
 

Les deux inégalités impliquent : ent(𝑛 × frac(𝑘𝑥)) ∈ { 0 ; 1 ; … ; 𝑛 − 1}. 

 

4.b. Considérons la liste {ent(𝑛 × frac(𝑗𝑥)) ; 𝑗 = 0, 1, … , 𝑛}  obtenue avec les parties entières des (𝑛 + 1) 

premiers multiples entiers de x. 

Elle est composée de (𝑛 + 1) termes, tous appartenant, d’après la question précédente, au même ensemble 
de n nombres, l’ensemble { 0 ; 1 ; … ; 𝑛 − 1}. 

Vu que la liste a une unité de plus que le cardinal de l’ensemble dans lequel elle prend ses valeurs, il y a au 

moins deux termes de la liste {ent(𝑛 × frac(𝑗𝑥)) ; 𝑗 = 0, 1, … , 𝑛} qui sont égaux. 

Il existe deux entiers distincts 0 ≤ 𝑘 < ℓ ≤ 𝑛 tels que ent(𝑛 × frac(ℓ𝑥)) = ent(𝑛 × frac(𝑘𝑥)). 

 

4.c. Désignons par E le nombre : 𝐸 = ent(𝑛 × frac(ℓ𝑥)) = ent(𝑛 × frac(𝑘𝑥)). Compte tenu de la définition 

de la partie entière : 

{
𝐸 ≤ 𝑛 × frac(ℓ𝑥) < 𝐸 + 1
𝐸 ≤ 𝑛 × frac(𝑘𝑥) < 𝐸 + 1

 ⟹ −1 < 𝑛 × frac(ℓ𝑥) − 𝑛 × frac(𝑘𝑥) < 1 

 

Nous obtenons la double inégalité : −
1

𝑛
< frac(ℓ𝑥) − frac(𝑘𝑥) <

1

𝑛
. 

Suivant le signe de frac(ℓ𝑥) − frac(𝑘𝑥) <
1

𝑛
 , ce nombre a pour partie entière 0 ou −1 , ce qui influe sur 

l’expression de sa partie fractionnaire : 

• Si 0 ≤ frac(ℓ𝑥) − frac(𝑘𝑥) <
1

𝑛
 , alors frac(𝑚𝑥) = frac(ℓ𝑥 − 𝑘𝑥) = frac(ℓ𝑥) − frac(𝑘𝑥)  et dans ce 

cas :  frac(𝑚𝑥) ∈ [0 ;  
1

𝑛
[. 

• Si −
1

𝑛
<frac(ℓ𝑥) − frac(𝑘𝑥) < 0 , alors frac(𝑚𝑥) = frac(ℓ𝑥 − 𝑘𝑥) = 1 + frac(ℓ𝑥) − frac(𝑘𝑥)  et 

dans ce cas :  frac(𝑚𝑥) ∈ ]1 −
1

𝑛
 ; 1[. 
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4.d. L’hypothèse faite dans cette question,  frac(𝑚𝑥) ∈ ]1 −
1

𝑛
 ; 1[, équivaut à  0 < 1 − frac(𝑚𝑥) <

1

𝑛
.  

Il en résulte que 
1

1−frac(𝑚𝑥)
> 𝑛 et donc que 𝑢 = ent (

1

1−frac(𝑚𝑥)
) ≥ 𝑛 

 

Du fait que 𝑢 = ent (
1

1−frac(𝑚𝑥)
), nous avons : 𝑢 ≤

1

1−frac(𝑚𝑥)
< 𝑢 + 1, ce qui équivaut à l’inégalité : 

1 −
1

𝑢 + 1
>  frac(𝑚𝑥) ≥ 1 −

1

𝑢
=
𝑢 − 1

𝑢
 

 

En multipliant par l’entier strictement positif u nous obtenons : 𝑢 −
𝑢

𝑢+1
> 𝑢 × frac(𝑚𝑥) ≥ 𝑢 − 1 

Remarquons au passage que 𝑢 −
𝑢

𝑢+1
= 𝑢 − 1 +

1

𝑢+1
 

 
Décomposons : 𝑚𝑥 = ent(𝑚𝑥) + frac(𝑚𝑥) en somme de ses parties entière et fractionnaire. 

En multipliant par u : 𝑢𝑚𝑥 = 𝑢 × ent(𝑚𝑥) + 𝑢 × frac(𝑚𝑥). Nous obtenons l’encadrement : 

𝑢 × ent(𝑚𝑥) + 𝑢 − 1 +
1

𝑢 + 1
> 𝑢𝑚𝑥 ≥ 𝑢 × ent(𝑚𝑥) + 𝑢 − 1 

Cette double inégalité montre que : 

• ent(𝑢𝑚𝑥) = 𝑢 × ent(𝑚𝑥) + 𝑢 − 1. 

• 0 ≤ frac(𝑢𝑚𝑥) <
1

𝑢+1
, donc a fortiori 0 ≤ frac(𝑢𝑚𝑥) <

1

𝑛
, puisque 𝑢 ≥ 𝑛 

 

4.e. En synthèse des questions 4.c et 4.d ou bien frac(𝑚𝑥) ∈ [0 ; 
1

𝑛
[, ou bien frac(𝑢𝑚𝑥) ∈ [0 ; 

1

𝑛
[. Quel que 

soit le cas de figure, on a obtenu un entier v tel que frac(𝑣𝑥) ∈ [0 ; 
1

𝑛
[. Il s’agit soit de m lui-même soit de 

l’entier um construit au 4.d. 
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5. Dans cette question 𝛼 =
𝑝

𝑞
 est un rationnel et  un réel tous deux strictement compris entre 0 et 1. 

Leurs inverses sont rus deux strictement supérieurs à 1. 

 

5.a. Soit 𝜀 > 0. Avec les notations de cette question, choisissons un entier n tel que 𝑛 >
𝑞

𝜀
 (ce qui permettra 

d’avoir l’inégalité 
1

𝑛
<

𝜀

𝑞
) 

Appliquons la conclusion de la question 4.e avec le nombre 𝑥 =
1

𝛽
.  

Il existe un entier strictement positif v tel que frac(
𝑣

𝛽
) ∈ [0 ;  

1

𝑛
[.  

Si on note k la partie entière de ce nombre : 𝑘 ≤
𝑣

𝛽
< 𝑘 +

1

𝑛
< 𝑘 +

𝜀

𝑞
 

En multipliant par q :  𝑘𝑞 ≤
𝑣𝑞

𝛽
< 𝑘𝑞 + 𝜀. Nous obtenons l’inégalité voulue en posant ℓ = 𝑣𝑞. 

∀𝜀 > 0, ∃ (𝑘, ℓ) ∈ ℕ∗ × ℕ∗, 𝑘𝑞 ≤
ℓ

𝛽
< 𝑘𝑞 + 𝜀 

 

En particulier, en prenant 𝜀 < 1, on en déduit qu’il existe des multiples de q qui appartiennent à ℰ(𝛽). 
 

 

5.b. Considérons l’ensemble ℰ() lorsque 𝛼 =
𝑝

𝑞
 avec p et q premiers entre eux et 𝑝 < 𝑞 

ℰ (
𝑝

𝑞
) = {ent (

𝑘𝑞

𝑝
) , 𝑘 ∈ ℕ∗}. Lorsque k est un multiple de p, 

𝑘𝑞

𝑝
 est un entier multiple de q. L’ensemble  ℰ (

𝑝

𝑞
) 

contient l’ensemble des multiples de q.  

La question 4.b a montré que certains d’entre eux appartenaient à ℰ(𝛽). 

La propriété 𝑃∩ n’est pas satisfaite. 

D’autre part, puisque ℰ (
𝑝

𝑞
) contient l’ensemble des multiples de p, en revanche il ne contient aucun entier 

de la forme 𝑘 = 𝑚𝑞 − 1. En effet, l’écart entre 
(𝑚𝑝)×𝑞

𝑝
 et 

(𝑚𝑝−1)×𝑞

𝑝
 est égal à 

𝑞

𝑝
. Cet écart est strictement 

supérieur à  1, donc quel que soit l’entier m,  ent (
(𝑚𝑝−1)×𝑞

𝑝
) < 𝑚𝑞 − 1. 

A propos de 𝛽, appliquons le résultat 5.a  avec un nombre tel que 0 < 𝜀 <
1

𝛽
− 1 

 ∃(𝑘, ℓ) ∈ ℕ∗ × ℕ∗, 𝑘𝑞 ≤
ℓ

𝛽
< 𝑘𝑞 + (

1

𝛽
− 1).  Alors : 𝑘𝑞 −

1

𝛽
≤

ℓ−1

𝛽
< 𝑘𝑞 − 1, et donc ቐ

ent (
ℓ

𝛽
) = 𝑘𝑞

ent (
ℓ−1

𝛽
) < 𝑘𝑞 − 1

 

On en déduit qu’il existe des entiers de la forme 𝑘𝑞 − 1 qui n’appartiennent pas à ℰ(𝛽). 

 Ces éléments ne sont ni dans ℰ (
𝑝

𝑞
) ni dans ℰ(𝛽).  

ℰ (
𝑝

𝑞
)  ∪ ℰ(𝛽) ≠ ℕ∗ : la propriété 𝑃∪ n’est pas non plus vérifiée. 
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Partie 2 : Partition 

 

6.a. Par définition de la partie entière :  ent(𝑛𝛼) < 𝑛𝛼 <  ent(𝑛𝛼) + 1  avec des inégalités strictes car 𝑛𝛼 est 

un irrationnel qui ne peut pas être égal à sa partie entière. En conséquence : 
ent(𝑛𝛼)

𝛼
< 𝑛 <  

ent(𝑛𝛼)+1

𝛼
  . 

 

• D’une part ent (
ent(𝑛𝛼)

𝛼
) ≤ 𝑛 − 1  en raison de l’inégalité stricte. L’ensemble ℰ(𝛼)  compte au moins 

ent(𝑛𝛼) éléments compris entre 1 et 𝑛 − 1. 

• D’autre part ent (
ent(𝑛𝛼)+1

𝛼
) ≥ 𝑛. L’ensemble ℰ(𝛼) n’en compte pas d’autre. 

L’ensemble ℰ(𝛼) compte exactement ent(𝑛𝛼) éléments compris entre 1 et 𝑛 − 1. 

 

Remarquons pour la suite de la question une propriété de la partie entière d’une somme de deux nombres ; 

elle est égale à la somme des parties entières éventuellement augmentée ou diminuée d’une unité : 

ent(𝑛(𝛼 + 𝛽))=ent(𝑛𝛼 + 𝑛𝛽) =

{
 
 

 
 

ent(𝑛𝛼) + ent(𝑛𝛽)  
ou bien

ent(𝑛𝛼) + ent(𝑛𝛽) + 1 
 ou bien

ent(𝑛𝛼) + ent(𝑛𝛽) − 1

   

 

6.b. Supposons que 𝛼 + 𝛽 > 1. On peut choisir l’entier n de façon que 𝑛 × (𝛼 + 𝛽) > 𝑛 + 1. 

La somme des cardinaux de ℰ(𝛼) et de ℰ(𝛽) est égale à ent(𝑛𝛼) + ent(𝑛𝛽) ≥ ent(𝑛(𝛼 + 𝛽)) − 1 ≥ 𝑛).  

Ces ensembles ℰ(𝛼) et ℰ(𝛽) étant tous deux inclus dans {1 ; 2 ; … ; 𝑛 − 1} qui contient exactement (𝑛 − 1) 

éléments, ils ont en commun au moins un élément, ils ne sont pas disjoints. 

La propriété 𝑃∩ n’est pas satisfaite. 

 
6.c. Supposons que 𝛼 + 𝛽 < 1. On peut choisir l’entier n de façon que 𝑛 × (𝛼 + 𝛽) < 𝑛 − 2. 

ent(𝑛𝛼 + 𝑛𝛽) =  ent(𝑛𝛼) + ent(𝑛𝛽) ≤ ent(𝑛(𝛼 + 𝛽)) < 𝑛 − 2 + 1 = 𝑛 − 1. La somme des cardinaux de 

ℰ(𝛼) et de ℰ(𝛽) est strictement inférieure au cardinal de {1 ; 2 ; … ; 𝑛 − 1}. La réunion de ces ensembles ne 

peut pas être égale à {1 ; 2 ; … ; 𝑛 − 1}. 

La propriété 𝑃∪ n’est pas satisfaite. 
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7.a. Supposons que  et  soient deux irrationnels de somme 1.  

Auquel cas, puisque leur somme est égale à 1, pour tout entier 𝑛 > 0 : ent(𝑛(𝛼 + 𝛽)) = 𝑛 

Des inégalités toutes deux nécessairement strictes  ent(𝑛𝛼) < 𝑛𝛼 et ent(𝑛𝛽) < 𝑛𝛽, on déduit que  

ent(𝑛𝛼) + ent(𝑛𝛽)<𝑛(𝛼 + 𝛽) = 𝑛 

Des trois possibilités envisagées en « remarque », il n’en reste qu’une : ent(𝑛𝛼) + ent(𝑛𝛽) + 1 = 𝑛. 

Nous obtenons : ent(𝑛𝛼) + ent(𝑛𝛽) = 𝑛 − 1. 

 

7.b. Soit n un entier strictement positif.  

Nous disposons des relations : {
ent(𝑛𝛼) + ent(𝑛𝛽) = 𝑛 − 1

ent((𝑛 + 1)𝛼) + ent((𝑛 + 1)𝛽) = 𝑛
 d’après la question précédente. 

 

En passant à l’entier 𝑛 + 1, une et une seule des deux parties entières en jeu a augmenté d’une unité.  

1er cas : ent((𝑛 + 1)𝛼) = ent(𝑛𝛼) + 1 ;  ent((𝑛 + 1)𝛽) =  ent(𝑛𝛽).  

L’ensemble ℰ(𝛼) compte ent(𝑛𝛼) éléments compris entre 1 et 𝑛 − 1, et un de plus compris entre 1 et n : 

c’est donc que 𝑛 ∈ ℰ(𝛼). En revanche ℰ(𝛽) compte autant d’éléments compris entre 1 et 𝑛 − 1 que 

d’éléments compris entre 1 et n : c’est donc que 𝑛 ∉ ℰ(𝛽). 

 

 2ème cas : ent((𝑛 + 1)𝛼) = ent(𝑛𝛼) ;  ent((𝑛 + 1)𝛽) =  ent(𝑛𝛽) + 1. Il s’agit du cas « symétrique » du 

précédent. 𝑛 ∉ ℰ(𝛼) et 𝑛 ∈ ℰ(𝛽). 

 

8. La question 7 nous montre que, si  et  sont deux irrationnels de somme 1, alors tout entier n strictement 

positif appartient à un et un seul des deux ensembles ℰ(𝛼) ou ℰ(𝛽). 

Cette question nous montre que :  

Si  et  sont deux irrationnels de somme 1, alors 𝑃∩ et 𝑃∪ sont simultanément vérifiées. 

 
Réciproquement, si 𝑃∩ et 𝑃∪ sont simultanément vérifiées, alors en vertu de la question 6 la somme 𝛼 + 𝛽 

ne peut être  ni < 1, ni > 1. Elle est donc exactement égale à 1.  

D’autre part, la question 5 a montré que, si au moins l’un des deux nombres  ou  était rationnel, alors 𝑃∩ 

n’était pas vérifiée. Nécessairement, ce sont deux irrationnels.  

Si 𝑃∩ et 𝑃∪ sont simultanément vérifiées, alors  et  sont deux irrationnels de somme 1. 
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Partie 3 : Intersection vide 

 

L’ensemble  est l’ensemble des points M dont les coordonnées sont de la forme  (𝑘𝛼 + 𝑚 ; 𝑘𝛽 + 𝑛) avec k, 

m, n entiers relatifs. 

 

9. Soit  et  deux irrationnels tels qu’il existe des entiers u et v strictement positifs vérifiant 𝛼𝑢 + 𝛽𝑣 = 1. 

Supposons que 𝑃∩  ne soit pas vérifiée. Alors il existe deux entiers k et  ℓ  strictement positifs tels que : 

ent (
𝑘

𝛼
) = ent (

ℓ

𝛽
). Dans ce cas, ent (

𝑘𝑢

𝑢𝛼
) = ent (

ℓ𝑣

𝑣𝛽
), ce qui prouverait que ℰ(𝑢𝛼) ∩ ℰ(𝑣𝛽) ≠ ∅ 

Or, les deux nombres 𝛼𝑢 ;  𝛽𝑣  sont irrationnels et de somme 1. Le théorème A serait mis en défaut à leur 

propos. L’hypothèse est à rejeter. 

Si  et  sont deux irrationnels tels qu’il existe des entiers strictement positifs u et v vérifiant 𝛼𝑢 + 𝛽𝑣 = 1, 

alors 𝑃∩ est vérifiée. 

 

10. La question 5 a montré que, si au moins l’un des deux nombres  ou  était rationnel, alors 𝑃∩ n’était pas 
vérifiée. Nécessairement, ce sont deux irrationnels. 
La question 2 a montré que, si  𝛼 ≥ 1 ou 𝛽 ≥ 1, alors   ℰ(𝛼) = ℕ∗ ou, respectivement, ℰ(𝛽) = ℕ∗ et dans ce 
cas 𝑃∩ ne peut pas être vérifiée. Nécessairement, max(𝛼, 𝛽) < 1. 

 

11. Les résultats de cette question sont liés aux propriétés algébriques de l’ensemble ℤ qui est un « anneau », 

un groupe pour l’addition et un ensemble stable par multiplication. 

 

11.a. Soit 𝐴(𝑘𝐴𝛼 +𝑚𝐴 ; 𝑘𝐴𝛽 + 𝑛𝐴)  et 𝐵(𝑘𝐵𝛼 +𝑚𝐵 ; 𝑘𝐵𝛽 + 𝑛𝐵)  deux points de  (tous les coefficients 

indexés sont des entiers relatifs). 

Le vecteur 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ a pour coordonnées ((𝑘𝐵 − 𝑘𝐴)𝛼 + (𝑚𝐵 −𝑚𝐴) ; (𝑘𝐵 − 𝑘𝐴)𝛽 + (𝑛𝐵 − 𝑛𝐴)) 

L’image de 𝑀(𝑘𝛼 +𝑚 ; 𝑘𝛽 + 𝑛)   par la translation 𝑇𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗   est le point 𝑀′((𝑘 + 𝑘𝐵 − 𝑘𝐴)𝛼 + (𝑚 +𝑚𝐵 −

𝑚𝐴) ; (𝑘 + 𝑘𝐵 − 𝑘𝐴)𝛽 + (𝑛 + 𝑛𝐵 − 𝑛𝐴)) . Réciproquement, M est l’image par cette translation du point 

𝑀′′((𝑘 − 𝑘𝐵 + 𝑘𝐴)𝛼 + (𝑚 −𝑚𝐵 +𝑚𝐴) ; (𝑘 − 𝑘𝐵 + 𝑘𝐴)𝛽 + (𝑛 − 𝑛𝐵 + 𝑛𝐴)). 

Or, en raison de la stabilité de l’ensemble ℤ pour l’addition, les nombres k, m, n sont des entiers relatifs si et 

seulement si (𝑘 + 𝑘𝐵 − 𝑘𝐴), (𝑚 +𝑚𝐵 −𝑚𝐴), (𝑛 + 𝑛𝐵 − 𝑛𝐴)  et (𝑘 − 𝑘𝐵 + 𝑘𝐴), (𝑚 −𝑚𝐵 +𝑚𝐴), (𝑛 − 𝑛𝐵 +

𝑛𝐴) sont des entiers relatifs :  

L’image de  par 𝑇𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  est incluse dans  et l’image réciproque de  par 𝑇𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗  (image par  𝑇𝐵𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) est incluse dans 

 :  L’ensemble  est globalement invariant par 𝑇𝐴𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. 
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11.b. L’image de 𝑀(𝑘𝛼 +𝑚 ; 𝑘𝛽 + 𝑛)  par la symétrie centrale de centre O est 𝑀3(−𝑘𝛼 −𝑚 ; −𝑘𝛽 − 𝑛). En 

raison de la stabilité de l’ensemble ℤ pour la symétrisation (pour l’opération +), les nombres k, m, n sont des 

entiers relatifs si et seulement si leurs opposés sont des entiers relatifs. Un point appartient à  si et seulement 

si son symétrique par rapport à O appartient à . 

L’ensemble  est globalement invariant par la symétrie centrale de centre O. 

 

L’image de 𝑀(𝑘𝛼 +𝑚 ; 𝑘𝛽 + 𝑛)   par l’homothétie de centre O de rapport ℓ  (entier relatif) est 𝑀4(𝑘ℓ𝛼 +

𝑚ℓ ; 𝑘ℓ𝛽 + 𝑛ℓ). En raison de la stabilité de l’ensemble ℤ pour la multiplication, si les nombres k, m, n sont des 

entiers relatifs alors les nombres   𝑘ℓ,𝑚ℓ, 𝑛ℓ sont des entiers relatifs. Si un point appartient à  alors son 

homothétique appartient à . 

L’image de  par une homothétie de centre O et de rapport un entier relatif est incluse dans . 

 

 

12. Considérons deux points de  :  𝑀1(𝑘1𝛼 +𝑚1 ; 𝑘1𝛽 + 𝑛1) et 𝑀2(𝑘2𝛼 +𝑚2 ; 𝑘2𝛽 + 𝑛2). 

𝑀1 = 𝑀2   ⟺ {
𝑘1𝛼 +𝑚1 = 𝑘2𝛼 +𝑚2

𝑘1𝛽 + 𝑛1 = 𝑘2𝛽 + 𝑛2
 soit : {

(𝑘1 − 𝑘2)𝛼 = 𝑚2 −𝑚1

(𝑘1 − 𝑘2)𝛽 = 𝑛2 − 𝑛1
 

Or, par hypothèse  et  sont deux nombres irrationnels, tandis que 𝑘1 − 𝑘2, 𝑚2 −𝑚1 et 𝑛2 − 𝑛1 sont des 
entiers relatifs. Ces relations ne peuvent être vérifiées que si : 𝑘1 − 𝑘2 = 𝑚2 −𝑚1 = 𝑛2 − 𝑛1 = 0. 

Un point de  n’admet qu’un seul triplet (𝑘,𝑚, 𝑛) permettant de définir ses coordonnées. 

L’unicité de ce triplet légitime la définition de l’application f. 

 

13.a. D’après l’énoncé : 𝑘 ∈ ℰ(𝛼) ⟺ ∃𝑛 ∈ ℕ∗,, 𝑘 ≤
𝑛

𝛼
< 𝑘 + 1 soit : 

 𝑘 ∈ ℰ(𝛼) ⟺ ∃𝑛 ∈ ℕ∗,, 𝑘𝛼 < 𝑛 < (𝑘 + 1)𝛼 . Avec des inégalités strictes, le cas d’égalité  𝑘𝛼 = 𝑛  est 

impossible vu que  est un nombre irrationnel. 

Cette double inégalité est équivalente à :  ∃𝑛 ∈ ℕ∗, 𝑛 < (𝑘 + 1)𝛼 < 𝑛 + 𝛼 

Or 𝛼 < 1 et donc  𝑛 + 𝛼 < 𝑛 + 1. 

En conséquence ent((𝑘 + 1)𝛼) = 𝑛 ; le nombre (𝑘 + 1)𝛼 − 𝑛 représente la partie fractionnaire de (𝑘 + 1)𝛼 

et l’inégalité de droite signifie que (𝑘 + 1)𝛼 − 𝑛 < 𝛼. 

𝑘 ∈ ℰ(𝛼) ⟺  frac((𝑘 + 1)𝛼) < 𝛼 
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13.b. On ne perd pas de vue que d’après la question 10 : max(𝛼, 𝛽) < 1 

Supposons que le rectangle ]0 ;  𝛼[ × ]0 ;  𝛽[ contienne un point X (𝑘𝛼 +𝑚 ; 𝑘𝛽 + 𝑛)  de  tel que 𝑓(𝑋) ≥ 1, 

c’est-à-dire tel que 𝑘 ≥ 1. Cela signifie que : {
0 < 𝑘𝛼 +𝑚 < 𝛼
0 < 𝑘𝛽 + 𝑛 < 𝛽

   avec 𝑘 ≥ 1 

Des inégalités {
0 < 𝑘𝛼 +𝑚 < 𝛼
0 < 𝑘𝛽 + 𝑛 < 𝛽

 on déduit que {
0<frac(𝑘𝛼 +𝑚) < 𝛼
0<frac(𝑘𝛽 + 𝑛) < 𝛽

.  

Mais puisque m et n sont des entiers, {
frac(𝑘𝛼 +𝑚) = frac(𝑘𝛼)

frac(𝑘𝛽 + 𝑛) = frac(𝑘𝛽)
 

En conséquence :  {
frac(𝑘𝛼) < 𝛼

frac(𝑘𝛽) < 𝛽
 donc d’après 13.a,  {

 𝑘 − 1 ∈ ℰ(𝛼)

 𝑘 − 1 ∈ ℰ(𝛽)
.  

L’intersection ℰ(𝛼) ∩ ℰ(𝛽) ne serait donc pas vide, ce qui serait contraire à l’hypothèse. 

Le rectangle ]0 ;  𝛼[ × ]0 ;  𝛽[ ne contient aucun point X de  tel que 𝑓(𝑋) ≥ 1. 

 

 

Rappelons le théorème d’approximation de Dirichlet d’un nombre irrationnel : 

Pour tout irrationnel x, il existe une infinité de rationnels 
𝑝

𝑞
 où p et q sont des entiers tels que |𝑥 −

𝑝

𝑞
| <

1

𝑞2
. 

 

 

13.c. Soit 𝜀 > 0. Appliquons le théorème de Dirichlet à  et  en choisissant un même dénominateur q entier 

strictement positif vérifiant 𝑞 >
1

𝜀
 : 

Il existe deux entiers p et p’ tels que : |𝛼 −
𝑝

𝑞
| <

1

𝑞2
 et |𝛽 −

𝑝′

𝑞
| <

1

𝑞2
 

Dans ce cas : |𝑞𝛼 − 𝑝| <
1

𝑞
< 𝜀 et |𝑞𝛽 − 𝑝′| <

1

𝑞
< 𝜀.  

En posant 𝑘 = 𝑞 ;𝑚 = −𝑝 ; 𝑛 = −𝑝′, nous obtenons un point Y (𝑘𝛼 +𝑚 ; 𝑘𝛽 + 𝑛)  de   avec 𝑓(𝑌) ≥ 1 qui 

appartient au carré ]−𝜀 ;  𝜀[ × ]−𝜀 ;  𝜀[. 

Contenant ce point, ce carré contient aussi son symétrique par rapport à O, de coordonnées opposées : le carré 

contient aussi des points de   avec 𝑓(𝑌) ≤ −1.  

Pour tout 𝜀 > 0, le carré ]−𝜀 ;  𝜀[ × ]−𝜀 ;  𝜀[ contient des points Y de   avec 𝑓(𝑌) ≥ 1  

et des points Y de   avec 𝑓(𝑌) ≤ −1. 

Notons que ces points n’ont pas de coordonnées rationnelles puisque 𝑓(𝑌) ≠ 0 

De ce fait, le carré contient des points Y de   avec 𝑓(𝑌) ≥ 𝑛 où n est un entier strictement positif donné. En 

effet, le carré ]−
𝜀 

𝑛
;  
𝜀

𝑛
[ × ]−

𝜀

𝑛
 ;  

𝜀

𝑛
[  contient des points Y de   avec 𝑓(𝑌) ≥ 1 , et on considère leurs 

homothétiques par l’homothétie de centre O et de rapport n qui sont dans  et dans le carré 

]−𝜀 ;  𝜀[ × ]−𝜀 ;  𝜀[. De même que leurs symétriques par rapport à O. 
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13.d. Supposons que le rectangle ]0 ;  𝛼[ × ]0 ;  𝛽[ contienne un point M de  (donc nécessairement un point 

tel que 𝑘 = 𝑓(𝑋) ≤ 0) 

 

Choisissons 𝜀  de sorte que le côté du carré 

]−𝜀 ;  𝜀[ × ]−𝜀 ;  𝜀[ soit plus petit que la distance de 

M aux bords du rectangle  ]0 ;  𝛼[ × ]0 ;  𝛽[ 

Soit N un point de   situé dans ce même carré 

]−𝜀 ;  𝜀[ × ]−𝜀 ;  𝜀[ de coordonnées : 

(𝑘1𝛼 +𝑚1 ; 𝑘1𝛽 + 𝑛1) avec 𝑘1 ≥ 1 

Soit 𝑃(𝑘2𝛼 +𝑚2 ; 𝑘2𝛽 + 𝑛2) un deuxième point de 

  situé dans le même carré et choisi de sorte que 

𝑘2 > 𝑘1 − 𝑘  (il en existe, voir remarque page 

précédente) 

La translation de vecteur 𝑁𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ envoie P en un point 

P’  de  situé dans le rectangle ]0 ;  𝛼[ × ]0 ;  𝛽[  et 

tel que : 𝑓(𝑃′) = (𝑘2 + 𝑘 − 𝑘1) ≥ 1 

Ce qui est contraire au résultat de la question 13.a. 

Le rectangle ]0 ;  𝛼[ × ]0 ;  𝛽[ ne contient aucun 

point M de . 

 

 

 

14.a. D’après la question 13, le carré ]−𝜀 ;  𝜀[ × ]−𝜀 ;  𝜀[ contient au moins un point Y de  avec 𝑓(𝑌) ≠ 0. 

Mais ce point ne peut appartenir ni au quadrant ]0 ;  𝜀[ × ]0 ;  𝜀[ (il serait dans le rectangle ]0 ;  𝛼[ × ]0 ;  𝛽[) 

ni non plus au quadrant ]−𝜀 ;  0[ × ]−𝜀 ;  0[ (son symétrique par rapport à O serait dans ce rectangle). 

Il en résulte que ce point, ou bien son symétrique par rapport à O qui est aussi dans , appartient au 

quadrant ]0 ;  𝜀[ × ]0 ; − 𝜀[. 

 

14.b. Supposons que le rectangle ]𝑘𝑠 ; (𝑘 + 2)𝑠] × ]𝑘𝑡 ; (𝑘 − 2)𝑡]  contienne un point 𝑀(𝑥 ; 𝑦)  de   . Les 

coordonnées de ce point vérifient les inégalités : 𝑘𝑠 < 𝑥 ≤ (𝑘 + 2)𝑠 et  𝑘𝑡 < 𝑦 ≤ (𝑘 − 2)𝑡. 

Puisque 𝑄(𝑠, 𝑡) et l’origine du repère O appartiennent à , les translatés de M par une ou plusieurs translations 

de vecteur 𝑄𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗  (−𝑠 ;  −𝑡) appartiennent aussi à . Il en est ainsi du point M’ obtenu après k translations :  

𝑀′(𝑥′ = 𝑥 − 𝑘𝑠 ; 𝑦′ = 𝑦 − 𝑘𝑡). Les coordonnées de ce point vérifient les inégalités : 0 < 𝑥′ ≤ 2𝑠 et  0 < 𝑦 ≤

−2𝑡. Puisque s et t sont strictement plus petits que 
min(𝛼,𝛽)

2
, ce point est dans le rectangle ]0 ;  𝛼[ × ]0 ;  𝛽[ . 

Nous avons vu que c’était impossible. L’hypothèse est à rejeter. 

Le rectangle ]𝑘𝑠 ; (𝑘 + 2)𝑠] × ]𝑘𝑡 ; (𝑘 − 2)𝑡] ne contient aucun point de  . 
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14.c. L’ensemble des points P tels que 
𝑥

𝑠
−
𝑦

𝑡
= 0 est la droite (OQ). De façon générale, les points P dont les 

coordonnées vérifient une relation de la forme 𝑔(𝑃) = 𝜆 (constante réelle) c’est-à-dire  
𝑥

𝑠
−
𝑦

𝑡
= 𝜆 sont sur une 

droite parallèle à (OQ). 

• La droite d’équation 
𝑥

𝑠
−
𝑦

𝑡
= 1  est la parallèle à (OQ) qui passe par le point U de cordonnées (2𝑠 ; 𝑡). 

• La droite d’équation 
𝑥

𝑠
−
𝑦

𝑡
= 2  est la parallèle à (OQ) qui passe par le point V de cordonnées (3𝑠 ; 𝑡). 

Graphiquement, s’il y avait un point entre les deux 

droites (celle passant par U exclue, celle par V 

incluse) qui appartient à , on pourrait en déduire 

par une translation 𝑇𝑘.𝑂𝑄⃗⃗⃗⃗⃗⃗  convenable un point de  

situé dans le trapèze colorié en magenta (petite 

base et côtés ouverts) donc dans le rectangle 

]0 ;  𝛼[ × ]0 ;  𝛽[ , ce qui est impossible.  

Il n’y a pas dans  de point P tel que 1 < 𝑔(𝑃) ≤ 2. 

 

 

14.d. Soit 𝑃 (𝑥 ; 𝑦) un point tel que 0 < |𝑔(𝑃)| ≤ 2. Supposons que P appartienne à .  

Sans diminuer la généralité, on peut supposer que 0 < 𝑔(𝑃) ≤ 2, quitte à considérer le symétrique de P par 

rapport à O. 

La question 14.c a montré qu’il n’est pas possible que  1 < 𝑔(𝑃) ≤ 2.  

Il n’est pas possible non plus que 𝑔(𝑃) = 1, sinon l’homothétique P’ de P par l’homothétie de centre O et de 

rapport 2 vérifierait 𝑔(𝑃′) = 2 et serait lui aussi dans , ce qui est impossible.  

Il reste à étudier le cas 0 < 𝑔(𝑃) < 1. Considérons alors l’homothétique P’ de P par l’homothétie de centre O 

et de rapport l’entier  𝑘 qui vérifie la double inégalité 
1

𝑔(𝑃)
< 𝑘 ≤

1

𝑔(𝑃)
+ 1 

𝑔(𝑃′) =
𝑘𝑥

𝑠
−
𝑘𝑦

𝑡
= 𝑘. 𝑔(𝑃) . Utilisons l’inégalité que vérifie k  : 

 
1

𝑔(𝑃)
× 𝑔(𝑃) < 𝑘. 𝑔(𝑃) = 𝑔(𝑃′) ≤ (

1

𝑔(𝑃)
+ 1) × 𝑔(𝑃) soit 1 < 𝑔(𝑃′) ≤ 1 + 𝑔(𝑃) ≤ 2. 

Ce point P’ serait dans la bande 1 < 𝑔(𝑃′) ≤ 2  et serait lui aussi dans , ce qui est impossible. 

Il n’y pas de point de  tel que 0 < |𝑔(𝑃)| ≤ 2. 

 

Ainsi, tous les points P de  qui vérifient |𝑔(𝑃)| ≤ 2 sont sur la droite d’équation 𝑔(𝑃) = 0 

Tout point P de  qui vérifie |𝑔(𝑃)| ≤ 2 appartient à la droite (OQ). 
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14.e. Si 𝜀 ≥
min(𝛼,𝛽)

2
, la question est réglée par ce qu’on vient de voir puisque le point Q lui-même convient.  

Il reste le cas où  0 < 𝜀 <
min(𝛼,𝛽)

2
. Dans ce cas, considérons le nombre 𝜀′ = min(𝜀, 𝑠, −𝑡). 

D’après la question 14.a. Il existe un point 𝑃 (𝑥, 𝑦)  qui est à la fois dans   et dans le rectangle    

]0 ;  𝜀′[ × ]0 ; − 𝜀′[ (donc a fortiori dans le rectangle ]0 ;  𝜀[ × ]0 ; − 𝜀[). 

Ce point P est tel que 0 < 𝑥 < 𝑠 et  𝑡 < 𝑦 < 0. Donc : −1 < 𝑔(𝑃) =
𝑥

𝑠
−
𝑦

𝑡
< 1 

D’après la question 14.d, ce point appartient à la droite (OQ). 

Pour tout 𝜀 > 0, il existe un point P qui est à la fois dans , dans le rectangle ]0 ;  𝜀[ × ]0 ; − 𝜀[ 

et sur la droite (OQ). 

 

P étant un tel point, ‖𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ ≤ 𝜀√2 . Pour tout 𝜀 > 0 , par translations successives de vecteur 𝑂𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗  ou de son 

opposé, on peut construire un réseau de points de  régulièrement échelonnés sur la droite (OQ) et dont la 

distance à leur voisin est majorée par 𝜀√2. 

 

Considérons une parallèle à (OQ) passant par un point A intérieur 

au rectangle ]0 ;  𝛼[ × ]0 ;  𝛽[ . Alors cette droite a en commun 

avec ce rectangle un segment ]𝐼𝐽[.  

Supposons que cette droite contienne un point de . Choisissons  

𝜀 =
𝐼𝐽

√2
 et construisons sur cette droite à partir de ce point, par 

translations successives, le réseau de points de  décrit ci-

dessus. Nous obtiendrons ainsi au moins un point de  situé à 

l’intérieur du segment [IJ], donc situé dans le rectangle 

]0 ;  𝛼[ × ]0 ;  𝛽[. C’est impossible. 

Une parallèle à (OQ) passant par un point A intérieur au 

rectangle ]0 ;  𝛼[ × ]0 ;  𝛽[ ne contient aucun point de . 
 

 

15. L’ensemble ℋ est stable pour la soustraction et il n’est pas vide puisqu’il contient x. De ce fait, il contient 
0 = 𝑥 − 𝑥 ainsi que −𝑥 = 0 − 𝑥.  Il contient 2𝑥 = 𝑥 − (−𝑥) ainsi que −2𝑥 = −𝑥 − 𝑥. Par itération k fois du 
procédé, pour tout entier k positif, ℋ contient 𝑘𝑥 et son opposé  −𝑘𝑥.  

Pour tout entier relatif k,  𝑘𝑥 ∈ ℋ, autrement dit, l’ensemble ℋ contient 𝑘ℤ. 
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Réciproquement, soit 𝑦 ∈ ℋ. Il existe un entier relatif k tel que : 𝑘𝑥 ≤ 𝑦 < (𝑘 + 1)𝑥. (Cet entier est ent (
𝑦

𝑥
)). 

Par stabilité pour la soustraction :  𝑦 − 𝑘𝑥 ∈ ℋ. Mais cet élément vérifie : 0 ≤ 𝑦 − 𝑘𝑥 < 𝑥. 

Puisque ℋ ne contient aucun élément de ]0 ; 𝑥[, nécessairement 𝑦 − 𝑘𝑥 = 0. Il existe ainsi un entier relatif k 
tel que 𝑦 = 𝑘𝑥 

Pour tout 𝑦 ∈ ℋ, 𝑦 ∈ 𝑘ℤ, autrement dit ℋ est contenu dans 𝑘ℤ. 

En définitive, ℋ = 𝑘ℤ. 

 

16.a. Considérons la parallèle  à (OQ) passant par le point de coordonnées (𝜆 = 𝛼 −
𝑠

𝑡
𝛽 ; 0). 

Elle a pour équation : 
𝑥

𝑠
−
𝑦

𝑡
=

𝜆

𝑠
, soit : 

𝑥

𝑠
−
𝑦

𝑡
=

𝛼

𝑠
−
𝛽

𝑡
.  

Cette droite passe par le point A de coordonnées (𝛼 ;  𝛽) qui est le point de  dont le triplet associé est le 
triplet (𝑘 = 1 ;𝑚 = 𝑛 = 0). 

Il s’agit de la droite (AL) passant par le sommet A « Nord-

Est » du rectangle ]0 ;  𝛼[ × ]0 ;  𝛽[.  

Toute parallèle à (OQ) coupant l’axe Ox en un point U situé 

strictement entre O et L passe à l’intérieur du rectangle 

]0 ;  𝛼[ × ]0 ;  𝛽[  et a un segment commun avec lui. En 

vertu de la question 14.f, une telle droite ne contient aucun 

point de .  

Aucune valeur u appartenant à ]0 ;  𝜆[ n’appartient à 

l’ensemble . 

 

 

16.b. Montrons que l’ensemble  est stable pour la soustraction.  

Soit 𝑥1 et 𝑥2 deux éléments de . Les parallèles 

à (OQ) passant par les points (𝑥1 ; 0) et (𝑥2 ; 0)  

ont pour équations respectives : 
𝑥

𝑠
−
𝑦

𝑡
=

𝑥1

𝑠
  et  

𝑥

𝑠
−
𝑦

𝑡
=

𝑥2

𝑠
 

Elles passent chacune par un point de de , le 

point A1 et le point A2 respectivement.  

Le point A3 translaté de A2 par la translation de 

vecteur 𝐴1𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗⃗  appartient à  d’après la question 

11. Or : 

{
𝑥𝐴3 = 𝑥𝐴2 − 𝑥𝐴1
𝑦𝐴3 = 𝑦𝐴2 − 𝑦𝐴1
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Les coordonnées de ce point A3 vérifient : 
𝑥𝐴3

𝑠
−
𝑦𝐴3

𝑡
=

𝑥𝐴2−𝑥𝐴1

𝑠
+
𝑦𝐴2−𝑦𝐴1

𝑡
=

𝑥2−𝑥1

𝑠
. 

La parallèle à OQ passant par A3 a pour équation 
𝑥

𝑠
−
𝑦

𝑡
=

𝑥2−𝑥1

𝑠
  et coupe l’axe Ox au point d’abscisse : 

𝑥3 = 𝑥2 − 𝑥1.  Il en résulte que, si 𝑥1 et 𝑥2 sont deux éléments de , leur différence 𝑥3 = 𝑥2 − 𝑥1 est aussi un 

élément de . 

Les deux hypothèses de la question 15 sont satisfaites :  

Λ = 𝜆ℤ   avec 𝜆 = 𝛼 −
𝑠

𝑡
 

 

17.a. Les points P de  tels que 𝑓(𝑃) = 0 ont des coordonnées entières. Si nous considérons le point 𝑄(𝑠 ; 𝑡) 

lui-même qui appartient à , il existe trois entiers k, m, n tels que : 𝑠 = 𝑘𝛼 +𝑚 ; 𝑡 = 𝑘𝛽 + 𝑛 

Or, ses coordonnées vérifient 0 < 𝑠 < min(𝛼, 𝛽) < 1 et −1 < −min(𝛼, 𝛽) < 𝑡 < 0.  

Les cordonnées de Q sont non entières donc 𝑓(𝑄) = 𝑘 ≠ 0.  

Le point Q’ symétrique de Q par rapport à O appartient à   et a des coordonnées opposées.  

Compte tenu de l’unicité du triplet qui le caractérise, 𝑓(𝑄′) = −𝑘 = −𝑓(𝑄). 

L’un u l’autre des deux points Q ou Q’ a une image par f qui est un entier strictement positif. 

L’ensemble  contient au moins un entier strictement positif. 

L’ensemble des entiers > 0 appartenant à  étant non vide, cet ensemble a bien un plus petit élément. 

 

17.b. Montrons que  est stable pour la soustraction.  

Soit k et k’ deux éléments de  et  𝑃(𝑘𝛼 +𝑚 ; 𝑘𝛽 + 𝑛) et 𝑃′(𝑘′𝛼 + 𝑚′ ; 𝑘′𝛽 + 𝑛′) des points de  situés sur 

la droite (OQ) qui leur sont associés. Le point P’’ translaté de P’ par la translation de vecteur 𝑃𝑂⃗⃗⃗⃗  ⃗ appartient à 

 d’après la question 11 et à la droite (OQ) car cette droite est globalement invariante par cette translation. 

Ses coordonnées sont (𝑘′𝛼 +𝑚′ − (𝑘𝛼 +𝑚); 𝑘′𝛽 + 𝑛′ − (𝑘′𝛽 + 𝑛′)) 

Le triplet qui caractérise ce point est le triplet (𝑘′ − 𝑘 ; 𝑚′ −𝑚 ; 𝑛′ − 𝑛). Ainsi : 𝑓(𝑃′′) = 𝑓(𝑃′) − 𝑓(𝑃). Si k 

et k’ deux éléments de , leur différence 𝑘′ − 𝑘 est aussi un élément de .  

 

Si  est le plus petit entier > 0 appartenant à , par définition l’intervalle ]0 ;  𝛾[ ne contient aucun élément 

de . Les hypothèses de la question 15 sont satisfaites : Γ = 𝑘ℤ. 
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17.c. Considérons un point P1 appartenant à  et à la droite (OQ) tel que 𝑓(𝑃1) = 𝛾. 

Considérons un autre point P2 appartenant à  et à la droite (OQ) tel que 𝑓(𝑃2) = 𝑘2𝛾 qui n’est pas 
homothétique de P1 par une homothétie de centre O et de rapport entier (il en existe puisqu’on peut trouver 
des points convenables arbitrairement voisins de O, notamment entre O et P1). 

Soit (𝛾,𝑚1, 𝑛1) et (𝑘2𝛾,𝑚2, 𝑛2) leurs triplets associés. 
 

Compte tenu de l’appartenance de ces points à la droite (OQ) :  

𝛾𝛼+ 𝑚1

𝑠
=

𝛾𝛽+ 𝑛1

𝑡
   et   

𝑘2𝛾𝛼+ 𝑚2

𝑠
=

𝑘2𝛾𝛽+ 𝑛2

𝑡
.  

Puisque P2 est choisi non homothétique de P1 dans un rapport entier, 𝑘2𝑚1 −𝑚2 et 𝑘2𝑛1 − 𝑛2 

Nous pouvons en déduire :  

𝑠

𝑡
=
𝛾𝛼 + 𝑚1

𝛾𝛽 + 𝑛1
=
𝑘2𝛾𝛼 + 𝑚2

𝑘2𝛾𝛽 + 𝑛2
=
𝑘2(𝛾𝛼 + 𝑚1)

𝑘2(𝛾𝛽 + 𝑛1)
−
(𝑘2𝛾𝛼 + 𝑚2)

(𝑘2𝛾𝛽 + 𝑛2)
=
𝑘2𝑚1 −𝑚2

𝑘2𝑛1 − 𝑛2
 

Dans ce dernier rapport, tous les ingrédients sont des entiers, ce rapport est rationnel. 

Le rapport 
𝑠

𝑡
  ainsi que son opposé −

𝑠

𝑡
 sont des nombres rationnels. 

 

18.a. Vu que 
𝑢

𝑣
 est la forme irréductible de  −

𝑠

𝑡
, une équation cartésienne d’une parallèle à (OQ) est l’équation 

𝑥

𝑢
+
𝑦

𝑣
= 𝑐 où c est une constante arbitraire.  

Les entiers u et v étant premiers entre eux, d’après le théorème de Bézout il existe deux entiers relatifs a et b 

tels que 𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 = 1 

Supposons que 𝑐 =
𝑢

𝑣
 et montrons que la droite d’équation 

𝑥

𝑢
+
𝑦

𝑣
=

𝑢

𝑣
 passe par un point de . Une équation 

équivalente en est l’équation : 𝑣𝑥 + 𝑢𝑦 = 𝑢2. Cette droite passe par le point de coordonnées (𝑏𝑢2 ; 𝑎𝑢2) qui 

est un point de  en tant que point à coordonnées entières. Ceci montre que 
𝑢

𝑣
∈ Λ donc que 𝑢 ∈ 𝑊. 

Supposons que 𝑐 =
𝑣

𝑣
= 1  et montrons que la droite d’équation 

𝑥

𝑢
+
𝑦

𝑣
= 1  passe par un point de . Une 

équation équivalente en est l’équation : 𝑣𝑥 + 𝑢𝑦 = 𝑢𝑣 . Cette droite passe par le point de coordonnées 

(𝑏𝑢𝑣 ; 𝑎𝑢𝑣) qui est un point de  en tant que point à coordonnées entières. Ceci montre que 1 =
𝑣

𝑣
∈ Λ donc 

que 𝑣 ∈ 𝑊. 

Les entiers u et v appartiennent à W. 

 

18.b. Dès lors que 
𝑢

𝑣
 et 1 =

𝑣

𝑣
 appartiennent à , par stabilité de cet ensemble pour l’addition, les nombres 𝑎

𝑢

𝑣
 

et 𝑏
𝑣

𝑣
  appartiennent à , ainsi que leur somme 

𝑎𝑢+𝑏𝑣

𝑣
=

1

𝑣
. 

 L’entier 1 appartient à W et, avec lui, tous ses multiples entiers. 

𝑊 = ℤ 
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19. La question 9 a montré le sens : Si  et  sont deux irrationnels tels qu’il existe des entiers strictement 

positifs u et v vérifiant 𝛼𝑢 + 𝛽𝑣 = 1, alors 𝑃∩ est vérifiée. 

Réciproquement, la question 5 a montré que 𝑃∩ ne peut être vérifiée qu’avec deux irrationnels. Faisons une 

synthèse des questions 11 et suivantes qui partent de l’hypothèse «𝑃∩ est vérifiée » :  

Les parallèles à la droite (OQ) ont une équation de la forme : 
𝑥

𝑠
−
𝑦

𝑡
= 𝑐  soit, avec la notation 

𝑠

𝑡
= −

𝑢

𝑣
  une 

équation de la forme : 
𝑥

𝑢
+
𝑦

𝑣
= 𝑐 

Puisque s et t sont de signes contraires, u et v sont de même signe, on peut sélectionner la paire d’entiers 

strictement positifs. 

Celles qui passent par un point de  ont une équation de la forme : 
𝑥

𝑢
+
𝑦

𝑣
=

1

𝑢
× 𝑘𝜆 avec 𝜆 = 𝛼 +

𝑢

𝑣
𝛽. 

La question 18 a montré que 𝑊 = ℤ. Nécessairement, plus petit coefficient strictement positif  
1

𝑣
 est associé à 

celle qui coupe la demi-droite [Ox) le plus près de l’origine (celle de la question 16.a). 

Nous obtenons : 
1

𝑢
(𝛼 +

𝑢

𝑣
𝛽) =

1

𝑣
 soit :  𝛼𝑢 + 𝛽𝑣 = 1. 

Réciproquement, si 𝑃∩ est vérifiée,  et  sont deux irrationnels tels qu’il existe des entiers strictement 

positifs u et v vérifiant 𝛼𝑢 + 𝛽𝑣 = 1. 

 

20. Soit  et  deux réels strictement positifs. Nous avons vu en question 3 que la condition max(𝛼, 𝛽) ≥ 1 

était une condition suffisante pour que la propriété 𝑃∪ soit vérifiée. 

 

Supposons que max(𝛼, 𝛽) < 1. Nous avons vu en question 5 que si l’un au moins des deux nombres  ou  

était rationnel, alors il n’est pas possible que la propriété 𝑃∪ soit vérifiée. L’irrationnalité des deux nombres 

est une condition nécessaire.  

Dans un tel cas, les nombres  et 1 − 𝛼 sont deux irrationnels strictement positifs de somme 1. Ils satisfont 

les conditions du théorème A. Les ensembles ℰ(𝛼) et ℰ(1 − 𝛼) forment une partition de ℕ∗, ils sont 

complémentaires : ℰ(𝛼) = ℰ(1 − 𝛼)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

De la même façon, les ensembles ℰ(𝛽) et ℰ(1 − 𝛽) sont complémentaires : ℰ(𝛽) = ℰ(1 − 𝛽)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Or : ℰ(𝛼) ∪ ℰ(𝛽)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = ℰ(𝛼)̅̅ ̅̅ ̅̅ ∩ ℰ(𝛽)̅̅ ̅̅ ̅̅ = ℰ(1 − 𝛼) ∩ ℰ(1 − 𝛽). Nous obtenons dans ces conditions : 

ℰ(𝛼) ∪ ℰ(𝛼) = ℕ∗ ⟺ ℰ(1 − 𝛼) ∩ ℰ(1 − 𝛽) = ∅ 

Les réels  et  vérifient 𝑃∪ si et seulement si les réels 1 − 𝛼 et 1 − 𝛽 vérifient 𝑃∩. 

En vertu du théorème démontré en question 19, la propriété 𝑃∪ est vérifiée si et seulement si :  

• Ou bien max(𝛼, 𝛽) ≥ 1 

• Ou bien max(𝛼, 𝛽) < 1 mais  et  sont deux irrationnels strictement positifs tels qu’il existe des 

entiers u et v strictement positifs vérifiant : 𝑢(1 − 𝛼) + 𝑣(1 − 𝛽)=1 
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21. Considérons trois nombres irrationnels a, b, c tels que ℇ(𝑎) ∩ ℇ(𝑏) = ℇ(𝑎) ∩ ℇ(𝑐) = ∅. 

D’après le théorème B, il existe des entiers strictement positifs u, v, u’ et v’ tels que : {
𝑎𝑢 + 𝑏𝑣 = 1
𝑎𝑢′ + 𝑐𝑣′ = 1

. 

On en déduit la relation : 𝑏𝑣𝑢′ − 𝑐𝑢𝑣′ = 𝑢′ − 𝑢. 

 

Supposons qu’il existe des entiers strictement positifs x et y tels que 𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 = 1. 

Nous aurions à la fois : {
𝑏𝑣𝑢′ − 𝑐𝑢𝑣′ = 𝑢′ − 𝑢

𝑏𝑥 + 𝑐𝑦 = 1
 

Or, det (
𝑣𝑢′ −𝑢𝑣′
𝑥 𝑦

) = 𝑣𝑢′𝑦 + 𝑢𝑣′𝑥 > 0.  

Le système d’équations en b et c représenté par les deux relations simultanées aurait des solutions. 

Il serait possible d’exprimer b et c en fonction de u, v, u’, v’, x et y : les nombres b et c seraient des rationnels. 

Cette hypothèse est à rejeter. La réciproque du théorème B ne peut pas s’appliquer. 

Si ℇ(𝑎) ∩ ℇ(𝑏) = ℇ(𝑎) ∩ ℇ(𝑐) = ∅, alors ℇ(𝑏) ∩ ℇ(𝑐) ≠ ∅. 

On ne peut pas obtenir trois ensembles disjoints deux à deux. 

 

La copie d’écran TI-NSpire ci-contre 

illustre la situation des questions 19 

et 20 avec deux réels irrationnels a 

et b et leurs deux compléments à 

l’unité.  

On fait afficher les 25 premiers 

termes des ensembles qui leur sont 

associés. 

On peut conjecturer que  

ℇ(𝑎) ∩ ℇ(𝑏) = ∅  et que  

ℇ(1 − 𝑎) ∪ ℇ(1 − 𝑏) = ℕ∗   
 

 

 

 

 

 


