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Concours Général Maths 2024
Autour de l'exercice 2

Les bonbons cachés

Eléments de correction de ce probleme, a I'exception de la partie 3. Je ne suis pas en mesure de proposer une
piste de résolution consistante de cette partie.

Partie 1 : Sophie et Germain testent les trois boites.

1. Notons B l'événement « Sophie choisit la boite contenant les bonbons » et B son événement contraire :

« Sophie choisit une des deux boites n’en contenant pas ».

Vu qu'’il y a équiprobabilité du choix de chacune des trois boites : P(B) = %

2.a. Si Sophie ne modifie pas son choix, le jeu précédent n’est pas modifié. P(B) = %

2.b. Supposons que Sophie modifie son choix et change sa boite. Notons B; I'événement « Sophie choisit au
premier tour la bofte contenant les bonbons », évenement dont la probabilité est égale a % d’apres la question
précédente, et B I'événement « Sophie choisit la boite contenant les bonbons a I'issue du jeu »

Nous avons: Pg, (B) = 0 carsi By est réalisé, au second tour Sophie échange la boite gagnante contre une vide
et PB—l(B) = 1 carsi By n'est pas réalisé, au second tour Sophie échange sa boite vide contre la boite gaghante,
I'autre boite vide étant éliminée.

2

Dans ce protocole : P(B) = P(B;) X Py, (B) + P(B;) x Pg (B) = % X0+ 2 xX1= 3

2.c. Le second protocole est plus avantageux pour Sophie puisqu’elle double ses changes de gagner.
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Partie 2 : Une stratégie pour Sophie

On reprend la notation B; de la partie 1.

1

3.a. Vu qu’il y a équiprobabilité du choix de chacune des n boites : P(B;) = -

3.b. Si Sophie ne modifie pas son choix: P(B) = P(B;) = %car le second tour n’a aucune influence.
Si Sophie modifie son choix, il ne reste que deux boites au second tour. Nous avons toujours P, (B) =0et
n-1

P3;(B) = 1. Dans ce protocole : P(B) = P(B;) X Py, (B) + P(B;) X P5;(B) = % x 0+ nT_l X1=—

. e 4 . n=1 _ 1
Pour tout entier n = 3, I'inégalité - > - est vérifiée.

Sophie a toujours intérét a modifier son choix.
. . . . 1 . , i
4.a. Si Sophie ne modifie pas son choix : P(B) = P(B;) = —car les tours suivants n‘ont aucune influence.

4.b. Si Sophie conserve son choix a chaque tour sauf au dernier ou elle change son choix, ce protocole revient
a éliminer (n — 2) boites vides successivement. Il est équivalent au protocole de la question 3.b. La probabilité
de gagner est la méme qu’en 3.b.

En gardant toujours la méme boite jusqu’au dernier tour (ou elle I’échange) Sophie s’assure de gagner avec

e . L n—1
une probabilité exactement égale a —

Partie 3 : Une stratégie pour Germain

5. Au commencement du jeu, compte tenu de I’hypothése d’équiprobabilité :

1 . , A ’ . g
p(x) = - quel que soit le numéro x de la boite que I'on consideére.

Pour la suite du probléme, la démarche proposée par I'énoncé m’échappe. Je livre ci-dessous ma version des
choses, qui n‘est évidemment pas satisfaisante et ne répond a aucune des questions intermédiaires. Le lecteur
pourra soit peut-étre compléter cette version, soit I'infirmer et s’orienter vers d’autres pistes plus fructueuses.
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6. Déterminons facultativement p,(s;) et p,(b) lorsque b est une boite distincte de s; et de g».

e . , .y 1
La probabilité que les bonbons soient dans s; n’est pas modifiée : p,(s;) = -

D’autre part : p,(g,) = 0 puisque Germain enléve une boite vide. Il reste en jeu (n — 2) boites susceptibles
de contenir, de facon équiprobable, les bonbons.

Si b est une telle boite : p,(s1) + p,(g2) + (n — 2)p,(b) = 1, ce qui donne :

(n—2)pa(b) = 1 —— puis : p(b) =

n-1
nn-2)’

On note que : p,(b) — py(5y) = —— — = !

nn-2) n - nn-2)’

Ainsi, la probabilité qu’une boite non éliminée soit la boite a bonbons est ou bien la méme (cas de s1)

ou bien a augmenté (autres boites sauf g»)

Cas général
Exprimons la probabilité de I'événement : « La boite portant le numéro x contient les bonbons au tour numéro
£ — 1 » en fonction du numéro(s,_) de la boite détenue par Sophie a ce moment du jeu :

o Six€{gq..go_q}alorsp,_1(x) =0

° Six=5sp_1,, Pr-1(%) = pp-1(sp-1)

° Six =g, Pe-1(x) =pr-1(ge)

e Sinon p,_1(x) >0 etona py_1(Se—1) + Pe-1(ge) + Xxzs, 1,959, Pe-1(x) =1

Faisons la méme chose un tour plus tard apres I'élimination d’une nouvelle boite :
A ce moment du jeu, il y a (£ — 1) boites éliminées (les boites de numéros g, ..., go—1 déja éliminées et une
nouvelle boite g,. On a donc maintenant p,(g,) = 0.

o Six€{g1,...Gr-1, getalorsp,(x) =0

o Six=spq,, po(x) =pp-1(Se-1)

e Sinon pp_1(x) >0 etona pe(ss—1) + Xxes,_1,g5..g, Pe(X) =1
Nous obtenons la relation : Y5, . g, g, Pe(X) = De-1(ge) + Xx=s,_,.g,...g, Pe—1(X)

Or, dans ces autres cas il existe un nombre k tel que p,(x) = k X p,_;(x) et le coefficient de proportionnalité

k est déterminé par la relation :

D m@=kx Y @ =pa@)t ). pea®

X#Sp-1,92,--9¢ X#Sp-1,92,--9¢ X#Sp-1,92,--9¢

Gilbert JULIA gjmaths.fr 3



Concours Général 2024

pe-1(9g¢)
Zx:ts{;_l,gz,...g{; pe—1(x)’

Nous obtenons: k =1+

Ce coefficient de proportionnalité est strictement supérieur a 1. De ce fait, dans ces cas : p,(x) > pp_1(x)

Autrement dit, pour une boite donnée de numéro x, et cela quel que soit le numéro, la suite des probabilités
py(x) est une suite croissante jusqu’a ce que, éventuellement, il y ait définitivement annulation de cette

probabilité (lorsque cette boite est éliminée).

En conséquence, a la derniere étape du jeu, pour les deux boites restant a ouvrir, celle détenue par Sophie et

la derniére non éliminée, chacune a une probabilité au moins égale a la probabilité initiale - et au plus égale a

Il n’existe pas de stratégie permettant d’obtenir la boite a bonbons

e - . n—1
avec une probabilité strictement supérieure a —
n

Partie 4 : Une stratégie commune
Je propose une méthode basée sur des congruences et cousine du « théoréme chinois », méthode permettant

de déterminer le numéro de la boite contenant les bonbons sans pour autant le « communiquer ».
On choisit deux nombres premiers p et g distincts et supérieurs ou égauxa 3 eton posen =p X q

Les entiers de 1 an = p X q sont caractérisés par leurs restes dans les divisions euclidiennes par p et par g.

Sophie choisit la boite numéro n et la garde jusqu’a connaitre le numéro de la boite contenant les bonbons.

En éliminant seulement deux boites, Germain peut arriver a coder le numéro b de la boite ol se trouvent les
bonbons :

e La premiere boite porte un numéro congru a b modulo p
e Ladeuxieme boite porte un numéro congru a b modulo g

Ci-dessous un algorithme Python et son application avec p = 3;q = 5. On constate que cet algorithme
fonctionne non seulement pour n = 3 X 5 = 15 mais aussi pour les valeurs de n telles que 11 < n < 15.

On pourrait vérifier qu’avec p = 5;q = 7 l'algorithme fonctionne pour 15 <n < 35et quavecp =7;q =
13 l'algorithme fonctionne pour 27 < n < 91
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>>> de

h

bonbons (p,qg) :

for b in range(l,p*g+l):

>>> bonbons (3,5)
si bonbons
=2i bonbons
3i bonbons
si bonbons
=2i bonbons
3i bonbons
si bonbons
=2i bonbons
3i bonbons
si bonbons
=2i bonbons
3i bonbons
si bonbons
=2i bonbons
si Qonbons

Avecp = 3;q = 7, l'algorithme

si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
si
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bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons
bonbons

dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans

dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans
dans

i=1

while i%p!=

print ("si bonbons dans",b,"restes",b%p,
'Germain enleéve la boite",i,"puis la boite",])

1 restes 1 et 1 Germain
2 restes 2 et 2 Germain
3 restes 0 et 3 Germain
4 restes 1 et 4 Germain
5 restes 2 et 0 Germain
6 restes 0 et 1 Germain
7 restes 1 et 2 Germain
3 restes 2 et 3 Germain
9 restes 0 et 4 Germain
10 restes 1 et 0 Germain
11 restes 2 et 1 Germain
12 restes 0 et 2 Germain
13 restes 1 et 3 Germain
14 restes 2 et 4 Germain
15 restes 0 et 0 Germain

>>> bonbons (3,7)

restes
restes
restes
restes
restes
restes
restes
restes
9 resates
10 restes
11 restes
12 restes
13 restes
14 restes
15 restes
16 restes
17 restes
18 restes
19 restes
20 restes
21 restes

0D =1 &y s L )=

et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
et
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Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
Germain
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enleve
enléve
enléve
enleve
enléve
enléve
enleve
enléve
enléve
enlave
enléve
enlave
enlave
enléve
enlave

fonctionne pour 15 < n < 21:

enléve la
enléve la
enléve la
enléve la
enléve la
enleve la
enléve la
enléve la
enléve la

enléve
enléve
enléave
enlave
enléve
enléve
enléve
enléve
enléve
enléave
enlave
enléve
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boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite

boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite

boite

boite
boite

boite
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boite
boite
boite
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puis
puis
puis
puis
puis
puis
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puis
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puis
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puis 1
puis 1
puis 1
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puis 1
puis 1
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puis 1
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puis
puis
puis
puis
puis
puis
puis
puis
puis
puis
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la
la
la
la
la
la
la
la
la
1
1
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a
a
a
a
a
a
a
a
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la
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"et",b%q,

boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite
a boite
a boite
a boite
a boite
a boite
a boite

boite 8
boite 9
boite 10
boite 11
boite 12
boite 13
boite 14
boite 1
boite 2
boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite
boite
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On peut faire mieux :

Solution proposée par N.I.E. (éléve de Terminale et participant au concours 2024) :

Pour toutn > 4:

e Sophie choisit la boite 4. Si c'est la bonne, Germain 6te la boite 1, sinon il 6te une des boites 2 ou 3 (il

en faut deux au cas ou une des deux serait la bonne).

e SiSophie a la boite correcte elle la garde jusqu'a la fin, et sinon elle garde sa "mauvaise boite" et

I’échange au dernier tour avec la bonne.
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