Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Autour de I'exercice 1 du concours général
1994

Ce probleme est construit de maniére a proposer pisge de résolution pour un exercice de concours
général dont le texte est en partie B. |l appardienau lecteur a établir un lien entre les deuxtjes.

Dans la partie A, on retrouve des themes assemsgaile ceux développés dans le probleme concelmant
« théoreme de Beatty ».

NB. On note :x+— [x] la fonction qui a tout réet associe sa partie entiere. On rappelle les pr@gsriét
additives de cette fonction, vues dans le problemBeatty », a savoir :

* Quels que soient les réelgty : [x] + [y]s [x+ y]s [x] + [y] +1

* Quels que soient les réelgty : [x + y] =X+ [y] si et seulement siest un entier.

Soit x un nombre réel strictement positif. On agsaae nombre la suite de ses multiples :
S(x): (nx)rDN ={O ;X 2X ;53X } .On s’intéresse aux nombres d’entiers qui sont c@mentre deux

termes consécutifs de cette suite. C'est-a-digtant un entier naturel donnén cherche a savoir combien
il y a d’entiers pqui vérifient la double inégalité nx< p< (n +1)x. On noteu, ce nombre.

1. Le sujet

Partie A.
1. Exprimer u, en fonction de la partie entié[re] du nombre réel strictement positif

2. Dans cette question et dans la suivante, on supposd < x<1. Démontrer qu’'alors, quel que soit
I'entier natureln, ou bienu, = Q ou bienu, = 1

3. Pour tout entierk strictement positif, on désigne pag lintervalle : I, :[(k—l)x kx] . Ainsi
I, = [O, x], I, = [x, 2x], g = [(n—l)x, nx]. On suppose comme dans la question précédent® que< .
On souhaite savoir combien parmi castervalles contiennent exactement un entier.

3.1. On suppose gqueest irrationnel.
Montrer que parmi les intervalles :1, = [0, x], I, = [x, 2x], o by =[(n—1)x, nx].il ya exactemen[nx]+1
intervalles qui contiennent exactement un entier.

3.2. La proposition précédente est-elle encore vérliésguex est rationnel ?

4. On suppose désormais qug> 1
4.1. Montrer que quel que soit I'entier natunsbu bienu, = [x] ou bienu, = [x]+1

4.2. On suppose queest irrationnel, et on posex= [x]+a. Exprimer en fonction der et den le nombre
d’intervalles parmil, = [O, x], I, = [x, 2x], g = [(n—l)x, nx]. qui contiennent exacteme[)(]+1 entiers.

Partie B.
Pour tout entier naturel, on noteu, le nombre d’entierp pour lesquel$s0" < 7° < 50"

1. Démontrer que pour tout entiey u, vaut 2 ou 3.

2. Démontrer gu’il existe une infinité d’entiengour lesquelsi, vaut 3 et donner le plus petit d’entre eux.
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2. Eléments de correction

Partie A.
1. Compte tenu de la définition de la partie entiéum chombre réel, 'ensemble des entiers qui sdogsiau

sens large entre 0 eest 'ensembld 0,1, 2, ..., [x]} . Son cardinal estiy = [x] +1.

2. Lorsque 0<x <1, lintervalle [nx; (n +1)x] a une longueur strictement plus petite que 1. e g

différence entre deux entiers distincts est supégieu égale a 1, cet intervalle contient au ptusntier.
Donc : ou bienu, = Oou bienu, = 1 ce qui acheve la démonstration. En particuligrs dahs ce cas.

On peut si I'on veut chercher a discuter quel@stntuellement, cet entier.

On dispose en toute généralité de I’inégaliténx] < nx< [nx]+1 ainsi que de [linégalité :
[nx]+[x]<[(n+1)x] < (n+D)x <[(n+1)x] +1< ([nx] +[x] +1) +1

Lorsque0< x< 1 cette derniére inégalité devierfinx]<[(n+1)x]< (n+1)x<[nx]+2.

Lentier [(n+1)x] est égal ou bien fnx] lui-méme, ou bien fnx|+1.

Les seuls entiers susceptibles d'étre entxeet (n+1)x sont[nx] lui-méme et[nx] +1.

+ Si nx=[nx] (c'est-a-dire shx est un entier), seul I’entie[nx] est entrenx et (n+1)x.

gjulia2015

«  Si[(n+1)x]=[nx]+1, alors 'entiefnx]+1 est entrenx et (n+1)x, et c’est le seul.
« Si[(n+1)x]=[nx] (# nx), alors il N’y aucun entier entrex et (n+1)x.

3.1. L'ensemble des entiers qui sont entre Onet est I'ensemble{ 0,1, 2,...,[nx]} Ay a[nx]+1 tels

entiers. Lorsque est irrationnel, aucun des multiplesxde’est un entier. Aucun des entiers précités ne peut
étre extrémité commune de deux intervalles coniéf{lt—1) x kx| et [kx, (k+1)x], chacun appartient &
un seul intervalle.

Parmi lesn intervalles [0, x], [x, 2x],...,[(n—1)x, nx], ily en a[nx]+1qui contiennent exactement un entier
et les autres n’en contiennent aucun.

3.2. Un contre-exemple : prenons le cas )de%. I =[k7_1 g} contient toujours exactement un entier

puisque des deux nombré(sz_—l,g il y en un et un seul qui est entier, tantot [tantot I'autre suivant la
parité dek. Chacun deas intervalles considérés dans la question contiergniier, alors qua est distinct de

E} +1 dés quen > 1Donc la relation précédente n’est plus vérif@sduex est rationnel.

Si I'on veut, on peut proposer une démonstratidus générale. Soikzg avecp et g premiers entre eux.
Sionpose n=aq+r avecO<r<q, alorsn = ap+Q et[nﬁ} = ap+[ﬂ} .
q q q

On note au passage qu'l y(a+1) multiples deg qui sont inférieurs ou égauxna
les entiers0,q, 4j,...,aq

Lorsque l'entierk prend les valeursQ] 2,....,n , le nombrekq—p prend (a+1) fois une valeur entiere

(d’aprés le théoreme de Gauss, chaque foisggligise k puisqueq est premier avep). Il y a donc(a+1)
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intervalles |, {M Q} gui ont une extrémité entiére. Cette extrémitéasiignt & deux intervalles

consécutifs, sauf s'il s'agit de 0, ou bien s’&git de I'extrémité du dernier mtervaIJreB (ce qui a lieu si
q

est multiple de).

Le nombre d’intervalles qui contiennent exactemamtentier est alorsap+[ﬂ}+1+a Si n n'est pas
q

multiple deq et ap+a si n est multiple deq. Dés quea>0, le premier nombre est différent de

[ng} +1= ap{%} +1 et des quea> 1Ie deuxieme l'est aussi.

Avec p=1, =2, on retrouve que ce nombre d’intervalles est agajuen soit pair ou impair.

41. Soit n un entier naturel. On dispose alors des inégalitéEnx]s nx<[nx]+1 et
[(h+1)x]< (n+1)x<[(n+1)x] +1. Les entiers[nx]+1[nx]+ 2,...,[(n+1)x] sont tous certainement compris
entrenxet (n+1)x etil fauty adjoindre I’entie[nx] dans le cas onx est un entier.

Le cardinal de 'ensembiinx]+1,[nx]+ 2,...,[(n+1)x]} est égal &[(n+1)x] -[nx]
or, [nx]+[x]<[(n+1)x] < [nx] +[x] +1. Il en résulte quéx] <[(n+1)x]-[nx] < [x] +1

Le cardinal de I’ensemblé[nx]+],[nx]+ 2,..., [(n +1)x]} est donc ou bier[1x] ou bien[x]+1. Lorsquenx
n'est pas un entier ce cardinal représente exaatelmenombre d’ entierp qui sont compris entr@xet
(n+1)x.
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Dans le cas oinx est un entier, c'est-a-dire dans le cas{m(‘] =nx, on dispose de la formule additive vue
dans les généralités{(n +1)x] = nx+[x] . Les entierp qui sont compris entraxet (n+1)x sont exactement
les entiers nx, nx+1,..., nx+[x]. lls sont au nombre c{ex]+1.

Donc, quel que soit le réglstrictement positif, il y a ou bie[x] ou bien[x]+1 nombres entiers entre deux
multiples consécutifs de

42. EntreOetnx,ilya Ies[nx]+1entiers 0,1,.. [nx].
Lorsque x est irrationnel, aucun de ces multiples xd@’est entier. Aucun d’entre eux n’est extrémité

commune de deux consécutifs des intervalles [0, x], I, :[x, 2x], o by =[(n—1)x, nx]. Les ensembles
n{o01..., [nx]} déterminent une partition ded, 1..., [nx]} em sous-ensembles contenant chacun ou bien

[x] entiers ou bielix] +1 entiers.

Si mest le nombre d'intervalles qui contienneﬁnhl entiers, les(n—m) autres intervalles en contiennent

[x] et on obtient pour cardinal dej1, : (n—m)[x]+m(x]+1) = [x]+m.

Ainsi : r{x]+ m=[nx]+1

or : [nx] =[n([x]+a)] = [x] +[na]. Il en résulte que [nx]+1= x| +[na]+1= x|+ m et : m=[na]+1
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Parmi lesn intervalles|, = [0, x], I, = [x, 2x], oy :[(n—l)x, nx]. ily en a[na]+1qui contiennen{x]+1
entiers.
Ces résultats généralisent ce qui a été obtenuyseur.

Partie B.

. b el A s In(50) In(50)
Dire que50" < 7P <50™ équivaut a dire quen ) <p<(n+1) n()

Il y a autant de puissances de 7 efsi®® et50™ que d’entierp entren Ilrrll((57())) et (n +1) Ilnn(é(;) .

In(50)
In(7) gjulia2015 *

On est amené a appliquer les résultats dpatdie A du probléme avec x = Le fait que

In(50)

7? = 49<50<343=7’indique que2In(7)<In(50)<3In(7), donc que2 < n@) <3 s

c'est-a-dire que

[Ilnn(??(;)} =2. D’'aprés lapartie A, il y a 2 ou 3 entiers entre deux multiples contiéc de llnn(é(;) En

conséquence il y a 2 ou 3 puissances de 7 &0freet 50" .

2. Montrons d’abord queI% est irrationnel. S’il existait des entiers strinnt positifsp et g tels que :
n

P Iln(é(;) alors :50% =29 x5%9 = 7P et il y aurait un entier qui admettrait deux dépositions en facteurs
g In

premiers distinctes. C’est impossible.

In(50)

On peut deés lors appliquét.4.2. On pose :azﬁ —2. Lorsquen est un entier donné, parmi les

intervalles I1=[0, x], I, =[x, 2x],.., I, =[(n—1)x, nx]. iy en a [na]+1qui contiennent 3 entiers. En
faisant tendren vers l'infini, on fait tendre auss[ha]+1 vers l'infini. Il'y a une infinité d'intervalles, qui

contiennent 3 entiers, donc une infinité de pailepuissances de 50 consécutives entre lesquellestiois
puissances de 7.

Il s’agit d'identifier quelle est la premiere vatede I'entiern pour laguelle il y a deux intervalles parmi
[, =[O, x], I, = [x, 2x], o by =[(n—1)x, nx]. qui contiennent trois entiers (le premier étar [O, x]).
L'intervalle répondant a la question du concounségal sera alors l'intervalld,, = [(n—l)x, nx].

-miné | * sept 1/8
Define x:_lfl'l(;:SO)) Termine Defife sept[)_ |
Une calculatrice donnex = 2,01308a 10° pres. o7 Prom
In(50) Define a=x—iPar‘t(x) Terming ©gilbert'u1ia2015
En posant :a = -2, la calculatrice attestel jp,1\) Nl e
In(7) : e .
que : 960 <1< 97 x 201038 | [[While 1Par‘t([n+1)'x)—1Par‘t(n'x)=i
. ntl—n
96a 0.996685 ||[c 4urmile
Ainsi, [96x, 97x] est le deuxieme intervalle, aptg 97:a 1.00707 | |[Disp n )
. . . . P Disp iPartln*x
[O, x] , qui contient trois entiers. Disp iPart([n+1)-x)
EndPrgm
4/6
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. | | Define a=x—iPart|x/ al+ cept 8/8
Le programmesept recherche le premier entiel Terminé | [Define septl)=
pour lequel[(n+1)x]-[nx] =3 et obtientn=96. | 1] > Wlerem
©gilbertjulia2015
In(50 In{50 x 201038
96 ( )=__ 192 et| 97 ( )=195 1—n
In(7) | owazors In(7) 96+a 0996685 Wwhile iPart({r+1)-x)-ipart{nmx)=2
4 : 97-a 1.00707 fll"+1i-n
Ilen resullt?s%l)Je : | (50) ] EndWhile
n n . sept .
192<96 <195<97 <196 puis que : Disp n
|n(7) |n(7) 96 Disp iPartl n'x)
102 Disp iPa (n+1)'x)
792 <50 < 7% <507 < 71 EndPrgm
Les trois puissances de 7 concernées s 195
7', 7947'% qui sont toutes les trois entre’56t | _ Termine
507, = Y
| 7/99]
septbis|0) 2]"septbis" enregistrement effectué
. . < 7 [J|Pefine septbis[n)z
On peut aussi rechercher directement a l'aide d Prgm
autre programme quelles sont les puissances d (I
qui sont entre deux puissances consécutives de Termine [f[while 77 <501
d’abord par exemple entre 1 et 50 puis entre 50 sepebis(1) If 7 >50" Then
2500 puis entre 2500 et 125000. Pour le moment, 243 QDisp 7
en trouve deux. 2401 g@fl, Sl
giulia
" . Termine |21 -p
Tant quil y a exactement deux puissances de— g T WEnawnile
. sepibi
entre50" et 50", les exposants des puissances d 507 EndErgm
correspondantes som=2n+ et p=2n+ 2 17640
U
1/3
En abordant des exposants plus grands, on — A'septbis" enregistrement effectué
afficher non plus la puissance de 7 elle-méme, m Termine | Ipefine septbis(n)=
I'exposant. septbis(95) Prem
1—
191 P
i i : ¥l nt+l
Entre 58° et 50° il y a 7 et 7% ce qui est 192 Wh;leT <0
conforme au résultat attendu : il y a toujours,rgeu Termine | 220 Then
moment, deux puissances de 7 entre les s ) by
; £ . septbis|o6) EndIf
puissances de 50 consécutives. ©gjulia2015
193 p+l—p
Mais entre 5& et 507, il y en a trois : #°, 7* et 194 gEndWhile
195 ; 14 LA 195 W|EndFrgm
777" ce qui recoupe I'étude précédente.
Terminé
La capacité de calcul du logiciel n’est pas engq ] |
dépassée. 1/6
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