Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Isogones d'une hyperbole, exemples

Aprés des exemples d’'isogones d’une parabole medillipse, voici des exemples d’isogones d’uneringte.

2
Nous désignerons par (HI'hyperbole d’équationgj y? =X—2+1 ou u est un réel strictement poskif nous allons
u

chercher quelques unes de ses isogones.

Il est prudent de se munir d’'un logiciel de caltarimel et d’'un autre de représentations graphiques.

1. Le sujet.

by

Le plan euclidien est rapporté a un repere orthnéo(o,f,]). On désigne parH() I'hyperbole d'équation
2

cartésienne y? =X—2+1. Soitl un point du plan, de coordonnéles b). Pour tout réek, on désigne paDdy la droite
Y] u

de coefficient directeuk passant palr.
1. Ecrire une équation cartésienne de la ddjte

2. Vérifier que I'abscisse d’'un point d'intersectioa @y et de H,) est solution de I'équation :

2.2
ﬁku—zl)xz—z(k(ka—b))x+(k2 2_2kab+b?-1) =0 (1)
u [¢]]

3. Etudier I'intersection deDy et de H,) lorsquek -1 y k= 1
u u

4.1. On suppose quk? ¢?. Montrer qu’une condition nécessaire et suffisquater queD, soit tangente aH) est

que (62 +u2k? -2ab+b? -1=0.

gjulia2017

4.2. En déduire que I'on peut mener palleux tangentes distinctes a I'’hyperbole si et seeie sil est extérieur a
I'hyperbole. Donner alors I'expression de leursfficients directeurs en fonction @e b, u

Tangentes perpendiculaires

Discuter suivant la valeur de I'existence de points du plan d’ou I'on peut meaefhyperbole deux tangentes
perpendiculaires.

Le réelu étant fixé, déterminer lorsqu’il n’est pas videnkemble (¢ des points du plan d’ou I'on peut mener a
I’hyperbolegj deux tangentes perpendiculaires.
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Tangentes faisant un angle de mesure /4

On cherche dans cette partie 'ensemble des pdinggdan d’ou I'on peut mener &) deux tangentes dont I'angle

. . T
geometrique a pour mesutle.

Le réel strictement positif etant fixé, on désignera pBy cet ensemble.

1. On considére un poinl(a,b) extérieur & I'hyperbole. On peut mener par ce pbitéux tangentes distinctes a
I'hyperbole. On suppose que ces deux tangentesnsmnperpendiculaires et on désigne gala mesure de I'angle

géométrique de ces deux droites (aihisig <7ET par hypothése).

[ 2_‘ 2 _ ;lz
Vérifier que :tang = 2ya’ — " -1

g ‘a2+b2+u2 _# :

2. Montrer que ¢ :721 = pb*+2p? .(3u2 +a’ —1)+ ut+ Z(a2 —3)u2 +a*-6a’+1=0

gjulia

3. On suppose dans cette question bappartient & I'ax®y. Discuter, suivant la valeur dg le nombre de points
situés suy qui appartiennent §, .

4, Soit les fonctions:

X fl(x)z\/l—iauz—x2 220t +x2 (0% +1) et: xio fz(x)z\/l—Suz— =220t 4+ (2+1).

Montrer querl, est la réunion des courbes représentatives ddooetions et de leurs fonctions opposees (sous
réserve que ces fonctions soient définies).

En déduire qud, est soit vide, soit réduite a un point, soit réanie deux (éventuellement augmentées d’'un point)
ou de quatre courbes représentatives de fonctiome&mques.

5. A titre d'illustration, représenter avec un logicie représentation graphique I'nyperboké,)(et la courbel,
lorsqueu = 03 puis lorsqueu =1
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2. Eléments de correction.

1. Soit | (a;b) un point du plan.
La droiteDy passant paret ayant pour coefficient directekia pour équation y —b = k(x-a).

Les coordonnées d'un éventuel point d’intersectlerD, avec I'hyperbole sont solution du systeme d’éaunesti:
y-b=k(x-a)
2
y? =241
u

2. L’abscisse d’'un point d’intersection avec I'hypeeo
est solution de I'équation(k(x—a)+b)* - x*>-1=0
c'est-a-dire de(1) : .

gkzuz _1) expand)) (21) 220 ura? 2x (prura)

22 ~5(k(ka-b))x+(k?a? - 2kab+b? ~1)=0. 2

salveli(x)=0.x) (62-1)- w2420 b ura®
u N [ER AU A

2 (b u+a)
1
u

Terminé -

-2 (g k-B) k x+a® K2-2 a b k+b2=1]

Terminé

3. Sl k :l Ou Sl k - _ ®gilbertulia2017
u

asymptotes. (1) est du premier degré et a une soluti(), s et el s

simple, & moins qué ne soit sur I'asymptote a laquell S

selve(ilx)=0,x)

Dy est paralléle (le coefficient deest alors nul, pas de» ettt anined)
solution).

, Dx est parallele & une de

: 1 Terminé
Define =~
u

4.1. Sinon, (1) est du deuxiéme degré. La droidg est

tangente g I'hyperbole si et‘se.ulem_ent Si cetteamm I PR (H”ziﬁilyx) L PP
une solution double, c'est-a-dire si et seulemerson . “ i
discriminant expand| ((a- -8) fc)z—M (2 k22 0 b keb? 1) M-Ma,ﬁ
2 2 2
2 2) 2 _ u | u u u
A = (a +u k2 - 2ab k + b 1 = i ((a2 + u2)k2 — | sotveli (42+a2)2 & @ 5eb2-1-04) ( 2 (21) u? b) 221 u? as
X gjulia2017 u2 u2 u2 u2 5D or -
est égal a zéro. S (X e e -

H2+ﬂ'2

A, est une expression au second degré kerde |eFeEey

. .. , . 2 (2 1) 42 e Terming
discriminant réduit : Df%
2
a m n+l 2_
A, =a’ —b%u? +u? =u?| = +1-b? & ol
u
a’ a’ a’
42. — +1-b*>0 = e A2 +1<b<,/— +1 c'est-a-dire si et seulement @st strictement sur le segment
u ulia u u

joignant les deux points d’abscissée I'hyperbole ( extérieur a I'hyperbole).

* SiA >0 il existe deux tangentes distinctes a I'hyperlmdssant pat. Leurs coefficients directeurs sont :
ab - Ja? - u2(b? —15 ab++Ja? - u2(b? -1)
k, = TR etk,=_ TR :
9 a“+u 9 a“+u
* Si A, =0 (I sur 'hyperbole) il existe une seule tangente ydérbole passant par ce polint
* Si A, <0 (I alintérieur de I'hyperbole) il n’existe aucunengeente a I'nyperbole passant par ce phint
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Tangentes perpendiculaires

1. Si les deux tangentes issued dent perpendiculaires, alorsk k, +1=

a?+b%+u?-1

Or: kk,+1= 210l

g

.0

Si u>1, il n'existe aucun point d’ou il est possible demar deux tangentes perpendiculaires.

Siu=1, alors :a=b= Opuis: k, =

On ne peut mener non plus d’aucun point du plax teEngentes perpendiculaires.

-1; k, = 1, ce qui est contradictoire avec I'hypothegdxdu deuxiéme degré ».

Si u<1, alorsl appartient au cercle (de centréD | || pesme o-f1-*-a? s
et de rayonﬂl_uz . A tmn} { { J 241 +Ju +a? ulea? [ J 2 a1 Ju +a® ulra® ]
2 2 2 2
7 - . by & mn .
Réciproquement, si appartient a ce cercle, alar J— '
gllbertjulia
— 2 2 1 4 H
b=+y1-u®-a® . L'écran ci-contre montre que|p.., (122 Ferming
dans les deux cas les deux tangentes issuée®mlg | {n} o farator ftea ate? aJ NI F W
.. . . x &
des coefficients directeurs dont le produit estl égd ) 2.2
—1. Ces deux tangentes sont perpendiculaires. | |& .. il
|
L’ensemble des points d’'ou I'on peut mener dée
tangentes perpendiculaires est le cerclg. (C
Tangentes non perpendiculaires
Supposons désormais les deux tangentes issuesndli pon perpendiculaires.
-k
1. La tangente de I'angle géométrigadormé par ces deux droites est alors egal 3 kl
1 "2
= | 2/a? - 0?12
2
|1+ l<1k ‘a + b + u _1‘ 112+5'2 H2+52
. 4 Vi . . & mn -1
Soit Bun réel tel que 0< H<E et soitt =tand (qui est s .
donc un réel strictement positif). PREL 2 22 (52 1) 2
b y2+a2+f12 1
2. De facon générale : -
¢ g 2 Define ft.1,a,5)=> (4202182 1] Ma p24) 2] T
/ 2_( 2 ;Iz
p=0 - 2/a b" -1 =t2c'est-a-dire : expandifin.a.)) b4-12+2-b2-(12 {212+a'2 1}+2 y2)+[2 {112+a2 1}2—4 (112+:12}
2 2 2 !
’ ‘a +b +u _1~ expand[f{l)uﬂ,b),b} 154-*-2172 [o H2+112 l]+114+2 {52 3} y2+a4—6 112+1
2 ©gilbertjulia2017
p=0 - t?(a®+b?+u? -1f -4fa® - (o -1)u?) =0 4

Soit f(t,u,a,b)=

tz(a2 +b? +u? —1)2 —4( 2 —(b2 —1)u2).

expand[f{ lu, O,b),b} 2

b

4

+2 52 (3 w2-1)untos w241

2

Cette expression est bicarréeben
f(t,u a,b) =b*t* + 2b2(t2(a% + u? 1)+ 202)+12

LorsqueH:E, t= tar{z—Tj =1.
4 4

p=7 f(Luab)=b*+2b2(3u? +a? -1)+u* + 2(a?

(a2 +u? —1)2 —4(u2 + a2)

~3Ju?+a* -6a2+1=0
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Terming

2
Define feu a,b)=t” (uzmzwz—l} -4 (az—(aQ—l] uz}

expand(ft.a.5).5)

3. Soit | (0, b) un point situé sur l'ax®y. Alors :
f(Lu0b)=b*+2b% (302 -1+ u‘ —6u® +1

) expandﬂLme},b)

%210 52 [Zz (u2+a2—1}+2 u2)+12-(y2+a2—1)2—4- [y2+a2}
btz p? (3 u2—1]+u4—5 PEs)

(3 y2—1]2—(y4—5 y2+1) 5 ut

Ce point |

appartient a, si et seulement si: .. fer2 f72) ooz {7 -2)
f(lu,O,b)=b4+2b2.(3u2—1)+u4—6u2+1=0 2l
2 2+ 2.41421

R . . 2 243 0.171573

f(Lu,0,b) est un polynéme bicarré ien AEs i

S
Si on pose: P(X)=X2+2X (3’ -1)+u’ -6u?+1 , ce |-
polynbme du second degré a un discriminant réds
strictement positif, égal 8u* .

Il a toujours deux racines distinctes, de proquitu®-6u’+ etHe somme= 2(1—3u2).
u*-6u®+1est une expression bicarrée en

0.57735

Le produit des racines

Le polynéme X?-6X + layant deux racines distinctes strictement posifi@e 22, il est de signe positif a
I'extérieur de ces racines et négatif a l'intérieliren résulte que le polynémé' —6u®+ abdmet quatre racines

distinctes deux a deux opposées 3+ 2./2 . Deux d’entre elles sont strictement positiva@‘i 22 . Pour tout

réel u strictement positifu® —6u? + Jest strictement positif & I'extérieur et strictetn@égatif a I'intérieur de ces
deux racines.

1
3-2V2 73 3+2y2
Signe du produip positif 0 négatif négatif 0 positif
Signe des positif positif 0 négatif négatif
Signes des racines &e positives| Unenulle De signes De SI9N€S 1 Une nulle négatives
contraires contraires
Nombre de racines de 4 3 2 2 1 0
Il en résulte la discussion suivante :
. Si 0<u<+/3-2/2 il existe guatre points situés S0y deux a deux symeétriques par rappofD &’ou on
peut mener deux tangentes d’anélie
. Si u=4/3-2V2 il existe trois points situés s@y d’ou on peut mener deux tangentes d’an%le I'origine
elle-méme et deux autres points symétriques pgorapO.
. Si3-2V2 <u S J3+2y2 , il existe deux points situés DK et symétriques par rapporad’ou on peut
mener deux tangentes d’ang;Ize.
. Si u=+/3+2J2 il existe un seul point situé sy d’ou on peut mener deux tangentes d’an’g’le l'origine
elle-méme.
. Si u>+/3+22 il n’existe aucun point d®y d’ou I'on peut mener deux tangentes d’ar@e
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Soit maintenant! (a, b) un point du plan situé a I'extérieur de I'hypeeb(H.,).

4. On peut mener deux tangentes issues d'un pc('mtb)

: T
et faisant un angle de mesurez lorsque :

b* +2b? (3u2 +a° —1)+ ut+ 2(a2 - 3)L12 +a*-6a+1=0. r) e v aut 1
ctorle® 6 x+1) (xr2 f2-3) b2 2 -3)
Le premier membre est un polynéme bicarr®.en 2 fze
Il se factorise en un produit de deux expressiansetond |/*
degré erb: 2243 0171573
22 +2 0.414214
b2 + 3[.]2 + a2 _1_ 2\/2U4 + a2 U2 + a2 et ©gilberfulia2017
1 0.57735
b? +3u? +a? -1+ 2y 2u* + a’u? + a? oy
Un pointl appartient &, si et seulement si un au moins |g =2\l b4 22 [ utra tutin 23] weatoo 0t
ces facteurs est nul, c'est-a-dire si et seulensenk | |seedia bt duia b2 ifuts o)
appartient & la réunion des deux ensembles d'émst T
respectives : ‘
y? +3u? * X2 —1-24/2u% + x2u2 +x2 =0 et

Y2 +3u% +x2 -1+ 2y 2u* + x2u? + x2 =0

2743 0.171573
Y =307 - +l+ 2Vt +x°uP + x| | R o saia
©gilbertjulia2017
M(x, y)OT, = Jou o _—
:
y2 = —3U2 - X2 + 1_ 2\/2U4 + X2 u2 + X2 i;and‘f(l‘y’a’ﬂ)’b) s442 52 (3 u2+a2—1}+u4+2 {azs] W2iatoe a2
factur(w2+2 w (3 y2+a2—1)+u4+2 (ﬂ2—3} u?+a*-6 az+1,w}
Tout dépend du signe des expressions du second neeiini oz rutsa?utia? sseatia i) oz bt aia? aia)
peut y avoir un intervalle auquglappartient dans lequel L leite? 2o 502000
elles sont positives ou il peut ne pas y en avoir ... 1) Lo et 2 52t
|

Dans les intervalles ou les expressions ci-dessugpsitives on définit les fonctions :

X fl(x):\/l—Bu2 —x2 + 220t +x2(u? +1) et: xio f,(x)=, \/1—3u2 —x2 -2 J2ut + 2 (U2 +1) .

La discussion de la questi@permet de distinguer, suivant les valeursude'il existe ou non des intervalles dans
lesquels les expressions sous radical sont posiditzkes fonctions définies.

e SiO<u <\/3—2\/§ , alors les deux fonctiorfg, f, ont un ensemble de définition non vide. L'ensenihje
est la réunion des quatre courbes représentatesefodctiond; , f, et de leurs fonctions opposées.

e Siu :\/3—2\/5 , alors I'ensemblé, est la réunion des deux courbes représentative$odetionsf; et sa
fonction opposée ainsi que de l'origine du repere.

e Sj \/3—2\/5 <u g,-<W/3+ 22 , alors seule la fonctiola a un ensemble de définition non vide. L'ensenfihle
est la réunion des deux courbes représentativefaetsonsf; et sa fonction opposée.

« Siu=43+2J2, T, ={0}

e Sjiu>+3+ 2\/5 , [, =0 car nify ni f, ne sont définies.
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Le casu =

03

Lecasu= 1

(-0.204,0.439)

£3(x)=-F1(x)

5(x)=m' (x-a)+b

gilbertfulia2017 \ gilbergjulia 2097

o

\ 4 i

1\ f1(x)=g(x tu) f1(x)=g(x t,u)

07785 rady®
texte / Og/\f 2(x)=h(xtu) X 0.5

PR T ¥ "
589 fa[\'):—fz(\-)\i\o 5 8.98 8.83 8.98
\ £3(x)=F1(x)

De fagon plus général@ (uelconque) les conclusions sont analogues. Osidgne alors les fonctions :

x+—>f

\/(1 x> -u )2—2u2—2\/t2(u2+x2u2+x2)+u4
t

x> fo(x)=

L'ensemblel, est réunion des deux courbes représentativesgfogetions, lorsqu’elles sont définies, et dee=ll
représentatives des fonctions opposées. L'alludéedsemble obtenu est assez variable suivantdesixs deu et de
t choisies. Ci-dessous, on a attribué a deux cursesirles des parameétnestt :

(-0.19,0.426)

0 644md

0. / \£2()-(sy )

t

f1(x)=glx tu)

8.8 fa()= f"[fl

arctan(i) 0.644

gilbergulia2017 12 42 /
f1 (,\) =g (:-:, t, u)
e
0.5 _\ N

05

F3(x)=-F1(x)

£5(x)=m- (x-a}+b

0 \/(1— x? —uz)t2 -2+ 2Jt2(u? + 3% + X2+ u*

out=tand et:

gilbertiulia2017

0.124 1—

%\ £6(x)=n (x-a)+b
.

£1(x)=glxtu) __

sous réserve que ces fonctions soient définies.

ammn(z) 0.423

Mﬂ(x)

(- (-2

8.98

gilbergulia2017

-8.83

(-0.204,0 56)
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