Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Courbes isogones d'une parabole

Voici un probléme en souvenir ému de I'étude géoguét des coniques qui fut jadis au programme des

classes de terminale scientifique ... Sic transitiglmundi.

Le plan euclidien est rapporté a un repére orthamar(o, i, I)
2

(P) est la parabole d’équationg:ju“a y =X7.

L’objectif du probléme est d’étudier les ensemlades points du plan d’ou I'on peut tracer deux deeit
tangentes a (P) et formant un angle géométriqudrdiges donné.

Par exemple Ci-CoNtre |a parabole (P) & & e  —

, , v
représentée en bleu. -

e
Mll\’

On remarque deux points;Mt M, en vert et en -

rouge les tangentes a (P) issues de chacun
ces deux points. \ .
. \  silkerguiiazorz f
Il semble bien que les angles géométriques

droites (MU,, MV,) et (MU,, MV,) soient o W\

, (-2.31,1.78) 002 ks
€égaux. 5\

0.785 rad ",‘:‘; vl A ¥

Mais quel est I'ensemble des points M tels g
I'angle géométriqugMU, MV) des tangentes
issues de M prenne cette méme valeur ?

'0.785 rad-.

L AMT (c0.33,05)

Rappels

R1. Soit D une droite du plan, non paralléle ad’®y, de coefficient directewa. Alors a est la tangente de
I'angle polaire de D, c'est-a-dire de 'angle otéede droite{Ox, D) : tan(Ox,D)=a

R2. Soient deux droites D et D’ du plan, non pated a I'axeDy, de coefficients directeurs respectfsta’
distincts.

» Les droites D et D’ sont perpendiculaires si etesaent si :aa'=-1

» Si D et D’ ne sont pas perpendiculaires, la targéetl'angle orienté de droité@, D') est 1‘1_6[

_ tar{Ox, D') - tan(Ox D)
aia” 1+ tan(Ox,D ) tan(Ox, D) °

En effet, (D, D)= (Ox,D")-(Ox D) et tan(D, D)

* Latangente de I'angle géométrique de ces droiIES—e—li_a,
aa
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Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Partie A. Généralités.
1. Soitu un nombre réel @l le point de P) gjmd’abscisseu. Ecrire une équation cartésienne de la tangente
T.enU a P).

2. Soientu et v deux nombres réels distincld.et V sont les points dePj d’abscisses respectiveset v.
Déterminer en fonction deet dev les coordonnées du point d’intersectiames tangentes &), T, enU et
T, enV.

3. Soit M un point du plan, de coordonnégéxM ' Ym ) Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante

2
pour qu’il passe paM deux tangentes &) distinctes est y,, — X'; <, 0. Déterminer dans ce cas en

fonction dexy et deyy les abscisses des points de contact a¥edd chacune des deux tangentes.
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Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Partie B. Courbes isogones de la parabole

1. Un cas particulier.Déterminer I'ensemble des poirits du plan d’ou sont issues deux tangente®)a (
perpendiculaires.

NB. Désormais, soia un réel tel que 0<a<g. On cherche quel est I'ensemble des pdihtdu plan d’ou

sont issues deux tangentefadui déterminent un angle géométrique de droieemdsure.

2.1. Soientu et v deux réels efl, et T, les tangentes aP] aux points de R) d’abscissesu et v
respectivement. On suppose dlengle orienté(Tu ,Tv)de ces deux droites a pour mesaire

Exprimer alorsv en fonction deu et detara, puis les coordonnées du point d'intersectiodes deux
tangentes en fonction dect detara.

2.2 Montrer gqu'une relation indépendante du paramétreentre les coordonnées dke est:
2
1 1 1 2
tan? +=+ - = X
a(yl 2 tanza) sinffa 9=

2.3. Que se passe-t-il si I'angle orier(fE;, ,Tv)de ces deux droites a pour mestita ?

2
3.1. On désigne parH_,) la courbe d’équatiomanza(y+1+ ! j - 12 =x?. Montrer que cette
2 Jtafa) sin‘a

courbe est située strictement au dessous de I'bglef).

3.2. Montrer que, si réciproquemd\;lt(x,\,, ; yM) appartient aH,), alors sont issues d# deux tangentes a
la parabole qui déterminent un angle géométriqueraiges de mesura

4. Préciser la nature géométrique de cette coube (

. T T
5. ReprésenterH,) lorsquea = 3 puis lorsquea = 2
Partie C.

Est-il possible de retrouver les résultats précésigéométriquement en utilisant les propriétéseatiglles
d’'une parabole et la définition géométrique dedques par foyer et directrice ?
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Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Eléments de correction

Partie A. Généralités.

1. Latangentd, a (P) en son point d’absciss@ pour coefficient directeuret pour équation cartésienne :
2 2
y _u7 =u(x-u) , cest-a-dire y = ux _u7

2.  Les coordonnées du point d'intersection des tamgei} et T, sont solution du systéeme :
2

u
y=UuUx—-— +
2. On obtient : X, =Y V;yI Sl
gjulia V2 2
SVX——
y 2

3. Réciproquement, un poiM du plan de coordonnéeés,\,, v Ym ) est point d’'intersection de deux tangentes
+V _uv

a la parabole s'il existe deux réels distincetvtels que Xy, =——;  yy =—.
2 gj2017 2

Connaissant la somme+ v =2x,, et le produituv=2y,, de ces deux réels, ils sont, s’ils existent, les

solutions de I'équation du deuxiéme degté? - (2x,, U +(2y,, )=0, équation dont le discriminant réduit

estA'= x> — 2y, . Une condition nécessaire et suffisante d’existethe deux solutions distinctes de cette

Xy

équation est A'=x,, > -2y, > Oc'est-a-dire:y,, < (point M situé sous la parabole (P)) et les

abscisses des points de contact des deux tangaesa parabole sont dans ce cas=:X,, —+/ Xy 2 2Ym

- [ 2_
etv=_ Xy +y Xy ~2Yy

Partie B

1. Deux tangentes a la parabole aux pountst V sont perpendiculaires si et seulement si leursficoits
directeur ont pour produitl, c'est-a-dire si et seulement si leur point diisgetionl a pour ordonnée

y =L
| 2 :
, . , : 1 1 , — 1 1) | .
L’abscisse d'un tel point est alors; = 5 u-—1_. LapphcatlonUHE u——| étant clairement une
gjulia u u

surjection de]—oo, O[D ]0, +oo[ sur]—oo, +oo[, 'ensemble des pointd d’ou I'on peut tracer deux tangentes

perpendiculaires est la droite d’équatipr —% en entier. Cette droite n'est autre que la direetde la

parabole.
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Ecrit 2 CAPES Mathématiques

2.1. Les coefficients directeursetv des tangenteg, et T, sont les tangentes des angles polaires de ces deux
droites. L'angle orientdT,, T, )de ces deux droites est la différence de ces sipglaires.

. v-u
La tangente de cet angle orie(fig T, ) est comme on l'a vu : .
g gle oriefTtg T, ) Iy
. v—-u . . u+tana
Si (T,,T,)=a mod 7: alors =tana et on obtientv en fonction deu et detara : v=————,
+uv l1-utana
. 1 . 1 , . T
sous réserve queuz—— (si u=——— , alors l'angle polaire deT, a pour mesure—-a et
tara tara 2

(T,, Oy)=a mod )

Les coordonnées du point d’intersectiotles deux tangentes s’expriment paramétriquemefdretion de

. _1[ u+tanaJ. _u[u+tanaj, 1
u: X ==|u+—— y, =— u#

1 "
gjulia

2

tana

2 1-utana 1-utana

2.2. L'écran ci-contre fournit diverses relations
d’élimination du parametre.

L'une d’entre elles est notamment :

2 o~

1 1 1 u+t Terminé

tar? a(y +=+ J .- ———=%x (E1) et I
2 tana sin‘a 2 2

U+t Termine

ce qui est I'équation d’'une hyperbole,]. P

Define y=u

©sgilbertjulia2017

2.3. On remarque que les lignes trigonométriques
a n’interviennent que par leur carré dans c

Define t=tan(a) Terminé

i Alimi i N 1 1)?
relations d’élimination du parametre. a fQ'(”*z*;] o —
j ' 3 i il 1 A ‘ 2 52 cos(a))
Si 1 =-tana , c'est-a-dire si I'angle orientée }+§+§ = (( :))))4
+ uv inla
(T T ) t S I 5 - d | Y M +1+L 2,{Sin(a))2 2 1
wT,) est égal & -amodn , alors Pz fz)

(ces(e)?

1 u-tana ul u—-tana
X ==lu+—mm|; Yy, ==

2 l+utana ) 92 2\ 1+utana
mais on obtient les mémes relations d’éliminatian d
parameétra.

En conclusion, si 'angle géométrique des tangeatespoints d’abscisseset v a pour mesure, alors leur
point d'intersectiori appartient a I'hyperboleH;) dont I'équation réduite est :

.4 2
sin” a 1 1 o\ s
+=—+———|  —Isin“a/x =1
cosza[y 2 tar? a) aute ( )
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Ecrit 2

CAPES Mathématiques

3.1. Soit, réciproquementM un point de cette hyperbole

(Ha).

Compte tenu de I'équatiqitl) :

1 1 Y
2— = —
XM "2 =, [tanza(ylw + > + ar aj

1
- 2 J_ZyM'
Sin~a

Il s’agit d’'une expression du second degréygnqui se
factorise en carré parfait comme en témoigne décci-

contre.
2
On obtient :x,, > - 2y,, =tar’ aM "
. . N 1 1
Si M appartient aHy), yy #-—- car——-—
2 tan"a

courbe H,) ne contient aucun point ayant cette ordonnée. | _

1
T<O, la
Sin~ a

Cette expression est donc toujours strictementipesi

L’hyperbole
dessous de la parabole.

1-u ¢
Diefine y=gimm—
2

Ogilbertjulia2017

Define i=ran(a) Terminé

142
Pt | L
2 42

g (o ) ssente)?)
i {sm(a”:z' {ccs(‘nr))2

(mn{a)]z (2 z+1)‘2

4

A\ factor|

7l
2tz
(_sin(a))z

, :
e mm' (5 funie)® z+(sm(a}32}2ﬂ]‘

4 (sm(a.)_)z' (_ccs(a))z

Ha) est située entierement strictement au

Ainsi, de tout point deH,) on peut mener deux tangentes distinctes a ldpkra

32. Les abscisses des points de contact sont comme '@mnvu: U=X, —/X,- -2y, et

VEXu t o JXu’ -2y, . Ces mémes nombres sont les coefficients dirextees deux tangentes en ces

points.
L’angle géométrique des deux droites a pour targent
|v—u|: ‘ 2%y =2y, LZNIXMZ—ZyM
|1+ UV| gjulia 1+(XM _ /XMZ _2yM )(XM + }XMZ _2yM j |1+ 2yM|
v

. . 1+2 , -
Vu la relation precedentQ/,xM2 =2Yu =%tana et fmalemen*1+ u
uv

| =tana

L'angle géométrique des deux tangentes passai pgpour mesura.

Ainsi, réciproquement, tout point dédf) est point de concours de deux tangente$®)adpnt I'angle

géomeétrique a pour mesuae

L’ensemble des pointsl d'ou sont issues deux tangentes d’angle géométdqumesure est I'hyperbole

(H,) d’équation réduite———| y+=+
cos a 2

]
2 tarfa) _ X

sin‘a ( 1
tan’a

4. En notant:

cosa . 1 . > 2

a= sina @’

p=— ;
sin‘a

jz - (sin2 a)x2

gj2017 )

> =1 cette equation réduite, ses parametres sont deoite :
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Son centre est le poif2 (O; 1 L

2 tanfa

j . L'un de ses foyers est le poiﬁ(o ; %j foyer de la parabole
et 'une de ses directricg%st la droite d’équatiory = —% , directrice de la parabole.

L 1 . N
Son excentricité est—— . Tout ceci n'est pas d{ au hasard ...
<

Retenons cependant que I'une des deux branchébygerbole est située entre la directrice et laapale
tandis que I'autre branche est dans le demi pladnotéiére la directrice ne contenant pas la pdeabo

10.08 Ty o2
f1(x)=—
2

gilbertjulia2017 g

l"".. U1 (77'

vi (J2)2

]

ici 4 _— T
Voici le casa=— 0.785rad T N\\J2| £ |
4 0.8 { N D 16.55
(-2.91@.74).‘ 0,755 rad- .

gilbertjuliqa2017

. Vid
Voici le casa= 5

8.73 1 _1 1 \2 13.65

( (.2 (tan(a])z,; P .
‘.COS(H] \2 ( 1)

(sin(a])z .

\sin(a)
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Partie C

e Soit (D) une droite du plan & un point non situé sur (D). Pour tout poMtdu plan, soitH son
projeté orthogonal sur (D). Sadtun réel strictement positif. L’ensemble des podusplan tels que

% =e est une ellipse @<1, une parabole ®= ,lune hyperbole s> .1

» En particulier, une parabole de foyeet de directriceld) est I'ensemble des points équidistants du
foyer et de la directrice.

+ Latangente en un poitt de cette parabole est bissectrice intérieure dndle isocélé&UJ ouJ est
le projeté orthogonal dé sur la directrice.

SoientU et V deux points distincts d’'une parabole. €ant des points équidistants du foyert de la
directrice D) : UF =UJ etVF =VK. De plus, les tangenteBl)) et (MV) sont les bissectrices intérieures

O O
des anglesUJ et FVK. F etJ sont de ce fait symétriques par rapporMJf etF etK sont symétriques
par rapport aNV) oo
En conséquence/ se trouvant sur les axes de ces deux symétidls = MJ = MK et les droitesNIU) et

O
(MV) sont bissectrices intérieures de I'andMK .

O
Le triangleMJK est un triangle isocele &hdont I'angle de somméd est double deUMV .

]| v
il
e Xz
N dc
\
\

Soit a la mesure de l'angle géométrique des de
tangentesNIU) et (MV)

O 0
Si langle UMV est aigu, UMV =a et

gilbertjulia2017

0 O
JMK =2UMV =2a

Si H est la projection dé/ sur la directrice D) :

O O
HMK =HMJ =a

O m]
Si'angle UMV est obtusUMV =m7-a et
] O
JMK = Z(IT—UMVJ =2a

gilberijulia2017

Si H est la projection déM sur la directrice @) : [** AN -

O O \
HMK =HMJ =a \

: , v v MH _ MH
Quel que soit le cas de figureosHMK =cosa. Or cosHMK :W :W

G. Julia, 2016/2017



Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Si l'angle géométrique des deux tangentes a pousurae un réel donnéa (0<a<5j alors

oo e woex oo MF _ 1
cosHMK =codJMV =cosa _  c'estadire—=
gzou MH co:a

Le pointM appartient a la coniquélf) de foyerF, directrice D) et excentricitéL (c’est une hyperbole
cosa

puisque I'excentricité est1).

Il s’agit effectivement des résultats obtenus péogment.

MH _MH _ MH

MJ MK MF
] O ] O O

cosHMK =cosHMJ =cosa et par suiteJMK =2HMK =2HMJ =2a

Réciproquement, siM appartient a H,) alors: =cosa et par conséquent

5]
—
L2
<

o P\\ ’ ; (2
A\ fl(x)z;

N

Si M appartient a la branche dd, située entre la .
]
directrice et la parabole, l'angléMV est obtus \
I:l D 3 N\
et IMK = 2a:2(ﬂ—UMVJ . T

-3.18 e
" N

e

u| ;
Alors UMV =m7-a N

gilbergulia2017

Si M appartient a la branche delj située de
lautre cOté de la directrice par rapport a

]
parabole, langle UMV  est aigu,

] ]
IMK , =2a=20MV

O ! \ \ /
Alors UMV =a N H /
§ X i /
N i
gilbergjulia2017 \‘\\ : )

-1.93 1V N

Quel que soit le cas de figure, 'angle géométride deux tangentes issuedvlest égal a.

] ]
Cet angle géométrique est sbiMV soit 7-UMV selon la branche d’hyperbole sur laguelle se trodve
L'hyperbole {H.) est I'ensemble des points du plan d’ou sont sglaux tangentes déterminant un angle

géométrique égal a. Sur une branche de I'hyperbole, on « voit » leapale sous l'angler—a, et sur
I'autre branche, on « voit » la parabole sous llamg
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