Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Isogones d'une ellipse, un exemple

Nous avons vu dans un sujet précédent que I'ensedds points du plan d’ou I'on peut mener deux
tangentes a une parabole faisant un angle congtsinten général, une hyperbole.

On peut imaginer que I'ensemble des points du plad 'on peut mener deux tangentes a une ellipse
faisant un angle constant est peut-étre, en génére ellipse. Cette conjecture est-elle exact®@@shllons

2
mener une petite enquéte. Nous prendrons pour deempipse d’équationXT gJ+y2 =1 et nous allons
chercher ses isogones.

Cette enquéte va permettre de réinvestir quelgemiques propres au second degré (discriminaghesi
du trinbme, relations entre coefficients et racines.

Il est prudent aussi de se munir d’'un logiciel décal formel et d’'un autre de représentations griaies.
1. Le sujet.

Le plan euclidien est rapporté a un repere orthnéc(o,f, ]) On désigne par (E) l'ellipse d’équation

2
cartésienne% st y? =1. Soitl un point du plan, de coordonnéles b). Pour tout réek, on désigne paby

la droite de coefficient directelpassant palr.
1. Ecrire une équation cartésienne de la ddjte
2. Vérifier que I'abscisse d'un point d'intersectioaly et de (E) est solution de I'équation :

2
ﬁ‘”‘TJ'l)x2 - 2(kka-b)x+ k2a? - 2kab +b? —1)@ =0

3.1. Montrer qu'une condition nécessaire et suffisqater que cette équation ait une solution doublegjest
[4-a2k? +2kab+1-b2 =0

3.2. Que se passe-t-il si=+2 ?
3.3. Montrer que, sl est extérieur a I'ellipse, alors il passe pdeux tangentes a I'ellipse distinctes.
4. Exprimer alors en fonction deet deb les coefficients directeurs des deux tangenteallipbe issues de

5. Déterminer I'ensemble (C) des points du plan d'éon Ipeut mener a l'ellipse deux tangentes
perpendiculaires.
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6. Soit | un point extérieur a I'ellipse, d’abscisse distnde 2 et de -2 et non situé sur (C). Exprimer en
fonction dea et deb la tangente de I'angle géométrique des deux tapggrassant par

7. Soit Gun réel tel qued < 0<%. Montrer que si I'angle des deux tangentes pagsanita pour mesuré,
alors : tan® 9.(x2 +y? —5)2 st —4(x2 + 4(y2 —1))= 0. Soit () la courbe définie par cette équation.

La conjecture «’ensemble des points du plan d’ou I'on peut maferx tangentes a une ellipse faisant un
angle constant est, en général, une ellipgst-elle exacte ?

8. On suppose dans cette question Ql;e;l. Montrer que [) est la réunion des quatre courbes d’équations

respectives : y=\/13—x2+2\/32—3x2 ; y=—\/13—x2+2\/32—3x2 ; y=\/13—x2—2\/32—3x2 ;

y= —\/13— x? - 24/32-3x? , courbes que I'on représentera.
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2. Eléments de correction.

Soit 1 (a;b) un point du plan.

La droiteDy passant paret ayant pour coefficient directekia pour équation y-b = k(x -a).

Les coordonnées d'un éventuel point d'intersectiom D, avec l'ellipse sont solution du systéme

y- b:k(x—a)
d’équations 3 2
Tt

L'abscisse d'un point d’intersection avec l'ellipse

2
est solution de I’équation):(T +(k(x-a)+b)?-1=0

c'est-a-dire de Q)

expand

%+(k‘(x—a]+b)2—ljx)

(4212

’ —2lgrk=brxra k-2 @bk b -1

ﬁ‘”‘Tﬂ) 2_(kka - b))x+ k?a? - 2kab+b? ~1)=0
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La droiteD, est tangente a I'ellipse si cette équatid
a une solution double, c'est-a-dire si S(
discriminant est égal a zéro.

expand((Z'(a'k—b)'k)2—(4-k2+ l)'(a2 'k2—2'a'b-k+b2—ll k)

2o drzeab-pie1

Le discriminant de cette équation au second degré

xestA, = (4—a2)k2+2kab+1—b2

gjulia2017

Si a?=4, alorsA, = 2kab+1-b? et ce discriminant est

b -1

nul pour une seule valewr:dk = .
2ab

Sauf sil est un des deux sommets de I'ellipse situé$Osuon peut mener parune tangente a I'ellipse non
parallele &y (la paralléle @y issue dd passe par un de ces deux sommets et constituautneetangente
passant par; dans ce cas, il existe deux tangegtdistinctes a I'ellipse dont une est parallel@y.

Sinon, A, est une expression au second degr& ee

2
discriminant réduit A, =a® + 4(b2 —1)= 4[% +b? —1J

Si A, <0 (I a I'intérieur de I'ellipse) il n'existe aucune
tangente a I'ellipse passant par ce pbint
Si A, =0 (I sur l'ellipse) il existe une seule tangente

I'ellipse passant par ce point
Si A, >0 (I a I'extérieur de l'ellipse) il existe deux
tangentes distinctes a I'ellipse passant par aet poi

A

©gilbertjulia2017

expand((?(a'k—b)'k) (4 k2+1) (a - 2'a'b-k+b2—1
22— de2eab-p241

4

a2-02+(a2-a1-2)

Solve('k2'(a2—4)+2'k'a'b—b2+1=O, k)

k:( 02+4'(b2—1)—a'bj or b=

72

al+
a+4 —1+ab

-4

aal
5/99

Leurs coefficients directeurs sont
—.Ja2 +4lp? - +.a2 +4lb? -
= ab w/a2 4ib 1; etk, = ab \/az 4‘b 1i
o a - a“ -4
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Lorsquea? # 4, les deux tangentes sont non parallél€y at perpendiculaires si et seulemenkgi, = -1.
2

Or kk, =

0T 2 en tant que produit des deux solutions de équatiosecond degi@).

K2
Les deux tangentes non parallelgdyéet sont perpendiculaires si et seulementzllsilzo—2 =-1 c'est-a-dire si
—a

a’z4
a2 + b2 _ 5 - 0 gjulia2017

points d'intersection de ce cercle avec les draiféguationx=+2 . Mais en ces points, on peut mener
aussi deux tangentes perpendiculaires, 'une géeaOy et I'autre &0x.

et seulement si{ ce qui situd sur le cercle de centf@ et de rayon/s excepté aux

Ce cercle entier est 'ensemble cherché. Il s’dppelcercle orthoptique de I'ellipse.

Supposons désormais les deux tangentes issuesrmiu po

. ; a -z a -2
| non perpendiculaires. — — 7
La tangente de I'angle formé par ces deux droigts | _( a2+a{y —ﬂ—a-b) ermine
A s ko —k 02—4
alors égale af—2—11. —
1+ kg ko et 02+4'(b2—1)+a-b Terminé
eline i=——

2
D'une partk, ~k = 2y/a’ +4lp? 1) -
2
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D’autre partk, k, =i_—bz. UL |2-\||a2+4-(b2—1)
-a — 5 5

1+mn
| a+b%-5

. . - 2 4 alp? - =
On obtient ainsi Kok |_2Ja 4(b 1) i

|1+ kl k2| ‘aZ + b2 _5‘ 1) e domaine du résultat peut étre plus grand que le domaine.. 19

=

expand(4'(a2+4'(b2—1)]—t2'(52+b2—5J2,b)
Si on posetand =t, lorsque cet angle a pour tangen bzt (2 ala? )

aa®+4p*-1) _ ., , , R RN ECEI
:t . On Obtlent ci- solve\-u“ " =2ur\\a”=5)t°-8)-la*-5)  +dla®-a/=0u
gjuliaz0ty (a2 +b? _5)2 i 16-(3a2-16)-2 —(02—5)'r2+80r 7-(2'i167(3'02716)-i2+(0275)'1278]

- - ’ - 2 2
contre une relation bicarrée liametb.

celle de@ :

t 1

©gilbertjulia2017

Define t=1 Terming
- p . . 2-J16—(3-02—15)-f2—(az—s)-:2+8 2.J32_3.g2_g2+13

En désignant pau le carré deb, ce carré s’exprime en 2
fonction dea et det. —(2- 16—(3'52—16)'r2+(02—5)'12—8] -(2- 32*3-a2+02*13)

2

<

4/6
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De la sorte, si I'angle des tangentes issuekaft égal &9, alorsl appartient a une courbedu quatrieme
degré d’équation cartésiennean’ 9.(x2 +y?- 5)2 - 4(x2 + 4(y2 - )) -0

Cette courbe est réunion de deux courbes d'équatespectives :

2y =8+(5-x)t* + 2/16-(¢ -16F° ett?y?=8+(5-x)* - 2/16-(3x* -16°

Elle est aussi réunion de quatre courbes représargta’une fonction numérique :

y:\/8+(5—x2)2+gj 2/16-(3x? - 16)2 ; yz_\/8+(5—x2)2+2\/w 16~ (3x* - 16}
t t
y:\/8+(5—x2)2—2\/16—i3x2—16iz = \/8+(5—x2)2—21/16—‘3x2—16E2
t T t

La conjecture émise au début du sujet est donséalies isogones de I'ellipse ne sont pas desetlip

Lorsque par exemplez%, tand =1, on obtient les quatre courbes d’équationyg:\/ls— X2 +2¢32-3x%

y=—\/13—x2+2\/32—3x2 : y=\/13—x2—2\/32—3x2 : y=—\/13—x2—2\/32—3x2

aelsx2) e242: J16-(3 x2-16) 2 5._-1-9—--;(”): i‘g+(5_,‘,2)_t2_2 J16-(5-52-16) 2
L’écran ci-contre présente I'ellipse (E) en ble, 2 o 2
cercle orthoptigue de Tl'ellipse en pointillé
rouges et la courbe isogone de I'ellipse associé ‘ e (\3&?57)']‘

f2(x)=-f1(x) 7 i 0 4

Vi , . étiquette ‘ 5 .3
la valeur 6’=Z , réunion de quatre courbe{. G, ﬁ\ L Ll
i ) ] 2 42 v

représentatives d'une fonction numériqu[”-”’ AN 05 (58 1ia=) 7.77

L 4 |

P -

. -k 1.17,1.03)]

/M #2336 rad 4
e 1 gilbertiulia2017

I

(magenta pour la représentation graphiqué;def y=m x+b-m a)
et vert pour celle dk.

étiquette
f2(x)=F1(x)
57 Fal)=3()
Le casd=-—, un peu différent . >
12 -7.77 ‘ 0.5 i
by o1
y=m- I+(b7m‘ a) “ ?*\ r’, 3 I’
R R P b T A T )
y=n' x+(bfn‘ a)
519
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T o NI P e ) TR B T
2y16-\3 x"-16) £1q [e+(5-22) £2-2- J1e-13 x%-16) ¢
3(x)= |

y

(3.12,6.3) (2

f2lx)=-F1(x)
fa(x)=-f3(x)

Y/ B 7l j s e
Le casd=—, similaire au ca® = — .~ .
6 4 [11.77 ¢ u _‘?1'41,,./-//’11.77
! 7 (1417,70.907)

M
| y=m x+(b-m a) L et 262 ad )

1

1
gilberffulia2017 1

3. En perspective

Il resterait a faire une étude réciproque, par etemen envisageant une étude des fonctions:
[8+B6-x)2+_ 216 [ax" -16) 8+~ 216~z 16"

x> f(x)= a t et: x> f,(x)= 9 t

Une condition nécessaire pour que ces deux forgtibncomme f;, soient définies est déja que

16— (3x2 —16)t2 >0, c'est-a-dire quéq < S+

3t

Pour que; soit définie, il faut de plus qué+ (5— xz)t2 *, 2\/16— (3x2 —16)t2 >0

Pour quef; soit définie, il faut de plus qué+ (5— xz)t2 -, 2,16~ (3x* -16)t* =0

Une étude graphique laisse conjecturer qu'il y axdms de figure suivant la valeur tle tanéd

30.28 | v

f2(0)=2 16-(3 x%=16) 12

Ou bien il existe quatre valeurs xlepour lesquelles

8+ (5— Xz)tz =, 2\/16— (3X2 —16)t2 , auquel cafs O
—

(2.08,9.77)

est définie sur une réunion de trois intervalles

fl(x):8+(5—,(2)- 12

(-2.69,2.23) ;“J
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50.28 | v
f2(x)=2 .,'15—‘ 2-16) ¢
- . /
Ou bien il n’en existe que deux, auquel asst P Y
définie sur un intervalle. / %
f/ f1()=stls—2) 2 \
(-2‘13,12.9)//
“"‘/ gilbertjulia2017 .
-4 i 0.2 4
] 22
8+(5-x)2=0

Le changement de cas a lieu lorsque il arrive quelmnément

t=2\/2_; x=+/6

, C'est-a-dire lorsque

16-(3x2-16)t? =0

On devrait « récupérer » dans cette réciproque
points d'abscisse 2 ot2, d'ou lI'on peut mener
une tangente a I'ellipse parallél®©é.

) 8+{5,x2}.12+2. 16-13-x2-16)- 22 Terminé

Define glx)

) aels2) 242 [16-(z x2-16) 2 Terminé

Define £7(x)=

L'écran ci-contre montre en effet qu'on peut men
des points d€ d’abscisse 2 une deuxiéme tangen

/
r

Derineﬁ(x):J 3ils?) A2 16l 2o10) 2 Terming
t

” DelVar ¢ Terminé
dont I'angle polaire est — -6 s ) 1
a9 2 =] I

A (5(2))%-1 2
2 2702) I
©gilbertuliaz017

T .
ou _E+0' L'angle géométriqgue d'une tellg

tangente avec une parallél©ga pour mesurd .

£1)=/13-x2

. . . (%)= ]i3=%% -2 J32-3'x F 3
SoientA; et A, les points de contact avec lellips{ " " #
des tangentes issues d'un polvit de la courbe | ciauene
isogone. |l devrait apparaitre que [l'angl™" “"

O
L N N )
géométriqueAIA, a pour mesure tant@ tantot o r— o>

gJuIiaZOl?l
Dans les deux cas, I'angle géométrique des dg¢
tangentes a pour mesufe

y=m' x+(b-m' a)

v=n x+b-n a)
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