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Nancy-Metz terminale C 1979 : comparaison des 
trois moyennes 

 
Le problème Nancy-Metz C 1979 a pour objectif une comparaison des trois moyennes usuelles. Suivent deux 

applications. 

 

.1. Le sujet 

 
A. Un résultat préliminaire 

Démontrer que quel que soit le réel strictement positif x : 1ln −≤ xx .  (1) 

Cas d’égalité ?  
 
 

B. Comparaison des trois moyennes usuelles 

Soit n un entier supérieur ou égal à 2. À tout n-uplet ( )naaa ...,,, 21  de réels strictement positifs, on associe 

les trois nombres réels wvu ,,  ainsi définis : 
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. Les trois nombres wvu ,, sont 

respectivement les moyennes arithmétique, géométrique et harmonique des n nombres ( )naaa ...,,, 21 . 

 

1. En appliquant l’inégalité (1) successivement pour 
u

a
x

u

a
x

u

a
x n=== ;...:; 21  et en combinant les n 

inégalités ainsi obtenues, montrer que uv ≤   (2).  Dans quel cas a-t-on uv =  ? 

 

2. En remplaçant dans (2) les n nombres ( )naaa ...,,, 21  par leurs inverses, montrer que vw ≤ . (3) 
Dans quel cas a-t-on vw =  ? 

 
 

C. Une première application. 

Soit x un réel supérieur ou égal à zéro. On prend xaan === 21 ;1;2  

Dans ce cas, les inégalités (2)et (3) donnent 
2

1

1

2 x
x

x

x +≤≤
+

. On se propose de prendre comme valeur 

approchée de x la moyenne arithmétique ( )xm  des nombres 
x

x

+1

2
 et 

2

1 x+
 

1. Etudier les variations de la fonction ( ) ( ) xxmxgx
g −=→  sur [ [∞+;0  

2. En déduire que pour 2
2

1 ≤≤ x , ( )
1000

3
0 ≤−≤ xxm  
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D. Une deuxième application. 

1. Montrer que pour tout entier n strictement positif : 
2

1
!

+≤ n
nn  

2. Montrer que n
k

n

k

ln1
1

1

+≤
=

 et en déduire l’inégalité n n
n

n
!

ln1
≤

+
 

Fin du sujet Nancy-Metz 1979. 

 

On remarque que de la « deuxième application », on peut déduire un encadrement de la factorielle de n. Cet 

encadrement a le mérite d’exister (il peut donner une vague idée de l’ordre de grandeur d’une factorielle) 

mais n’est certes pas d’une grande qualité (ce n’était pas l’objectif du problème). J’ajoute une autre partie, 

qui n’a rien à voir avec le thème du présent sujet, mais qui aboutit à un encadrement de meilleure qualité. 

 

E. Un meilleur encadrement de la factorielle de n 

On considère dans cette partie la fonction f : [ [ ( ) [ [∞+∈=→∞+∈ ,0ln,1 xxfx
f  et on note Cf sa courbe 

représentative dans un repère orthonormé. 

On admet que f est une fonction concave (sa dérivée seconde est en effet la fonction 

[ [ ( )
2

'' 1
'',1

x
xfx

f −=→∞+∈  qui est strictement négative sur tout l’ensemble de définition). Sa 

représentation graphique Cf  est de ce fait au dessous de ses tangentes et au dessus de ses sécantes. On 
utilisera sans autre démonstration cette propriété. 

Pour tout entier n supérieur ou égal à 2 on désigne par In l’intégrale : =
n

n dxxI
1

ln . 

Pour tout entier k tel que nk ≤≤2 on désigne par uk l’intégrale :  −
=

k

k
k dxxu

1
ln . On désigne d’autre part par 

Hk le point de coordonnées ( )0,k  et par Mk le point de Cf  d’abscisse k. 

 

1.1. Calculer la valeur exacte de In. 

1.2. Quelle relation y a-t-il entre In et la somme 
=

n

k

ku
2

 ? 

 

2.1. En utilisant la concavité de la courbe Cf, comparer uk à l’aire du trapèze 11 +− kkkk MMHH . 

2.2. La tangente à Cf en Mk coupe la droite d’équation 1−= kx  au point noté Nk-1. Calculer les coordonnées 
de ce point. En utilisant la concavité de la courbe Cf, comparer uk à l’aire du trapèze 11 −− kkkk NMHH . 

2.3. En déduire l’encadrement : ( ) ( ) 
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4. En déduire un encadrement de la factorielle de n. On pourra utiliser, si besoin est, l’inégalité : 

( ) 11ln
1

2

−+≥
=

n
k

n

k
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2. Eléments de correction 

 

A. On définit sur l’intervalle ] [∞+,0  la fonction : ( ) xxxux
u ln1−−=→ , fonction dérivable sur 

] [∞+,0 . Sa dérivée est la fonction  définie par ( )
x

x

x
xu

11
1'

−=−= , du signe de ( )1−x . La fonction u est 

strictement décroissante sur ] ]1,0  et strictement croissante sur [ [∞+,1 . Elle admet en 1 un minimum 

absolu, ( ) 01 =u . Cette fonction est donc positive sur ] [∞+,0  et ne s’annule qu’au point 1. Il en résulte que 

quel que soit x de l’intervalle ] [∞+,0 , 1ln −≤ xx , l’égalité n’ayant lieu que si 1=x  

 

 

B. Soit n un entier supérieur ou égal à 2. À tout n-uplet ( )naaa ...,,, 21  de réels strictement positifs, on 

associe les trois moyennes wvu ,, .  

1. En appliquant l’inégalité (1) pour 
u

a
x

u

a
x

u

a
x n=== ;...:; 21 , on obtient successivement, pour chaque 

entier { }ni ...,,2,1∈  : 1ln −≤








u

a

u

a ii .  

En additionnant membre à membre les n inégalités ainsi obtenues, on obtient :  n
u

a

u

a

n

i

in

i

i −≤


 =

=

1

1

ln  d’où on 

déduit en divisant par n : 011

1

lnln
1 1

1

=−=−≤−


 =

= u

u

u

a
n

u
u

a

n
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i
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i

i  c'est-à-dire : 0lnln 1 ≤
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∏

=

u

v

u

an

n

i

i

 et 

finalement par passage à l’exponentielle (qui conserve le sens des inégalités) : 1≤
u

v
 puis uv ≤ . 

NB. Les deux premières étapes du calcul reviennent à considérer les moyennes arithmétiques respectives 

d’une part des nombres 








u

ailn  et d’autre part des nombres 1−
u

ai  : lorsque une suite finie est, terme à 

terme, plus petite qu’une autre, leurs moyennes arithmétiques sont classées dans le même ordre. 

 

Cas d’égalité :  

Si les n nombres aj sont tous égaux, il est clair que leurs trois moyennes coïncident. 

 

S’ils ne sont pas tous égaux, au moins un des 
u

a j  n’est pas égal à 1 (par exemple le plus petit des aj est alors 

strictement plus petit que leur moyenne), et alors une au moins des inégalités ajoutées membre à membre est 

stricte : leur somme membre à membre est une égalité stricte.  

Donc uv =  si et seulement si les aj sont tous égaux. 

 



Ecrit 2   CAPES Mathématiques 
 

 

 

 

G. Julia, 2018/2019 4 

2. En remplaçant dans (2) les n nombres ( )naaa ...,,, 21  par leurs inverses :  ∏
==

≤
n

i i

n

n

i i ana 11

111
, ce qui donne 

ww

n

nv

1
.

11 =






≤  et par suite vw ≤ . 

Il y a égalité si et seulement si tous les 
ia

1
 sont égaux, c'est-à-dire si et seulement si tous les ai sont égaux. 

 

C. La fonction g est continue sur l’intervalle [ [∞+,0  et dérivable sur l’intervalle ouvert ] [∞+,0 . 
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Un logiciel de calcul formel montre que : 

( ) ( )
( )14

1
4

+
−=−

x

x
xxm  puis que : 

( )( ) ( ) ( )
( )2

3

14

21
'

+
++−=−

xx

xxx
xxm

gjulia
 ; 

cette dérivée est du signe de 1−x , c'est-
à-dire du signe de 1−x . La fonction 

( ) ( ) xxmxgx
g −=→  est strictement 

décroissante sur ] ]1,0  et strictement 

croissante sur [ [∞+,1 . Elle admet en 1 
un minimum absolu, qui est égal à zéro. Il 
s’agit d’une fonction positive sur son 
ensemble de définition. 

 

La restriction de g à l’intervalle 





2,

2

1
 

est positive ou nulle (nulle en 1) et atteint 
son maximum en l’une ou l’autre des 
deux extrémités. Le calcul montre que 

( )
12

21217

2

1
2

−=






= gg  et que  

0025,0
12

21217
0024,0 <−< . On peut en 

conclure que, sur cet intervalle : 

( )
10000

25
0

iagilbertjul
xxm ≤−≤ , un petit peu 

mieux que l’inégalité demandée.  

 

Sur l’intervalle 





2,

2

1
L’approximation rationnelle de la fonction racine carrée  proposée est une 

approximation par défaut à moins de trois millièmes près. On reconnaît notamment : ( )
12

17
2 =m , une 

approximation rationnelle de 2 que les Babyloniens, ainsi que Héron d’Alexandrie paraît-il, utilisaient 
déjà. 
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D. Une deuxième application. 

1. Si on considère la suite des n premiers entiers : iai =  pour ni ...,,2,1= , leur moyenne arithmétique est : 

( ) ( )
2

1

2

11
...21

1 +=+×=+++×= nnn

n
n

n
u  et leur moyenne géométrique est : ( ) ( )nn nnv !...21 =×××=  

Par conséquent : ( )
2

1
!

+< n
nn , l’inégalité étant stricte puisque les ai sont distincts. 

 

2. Leur moyenne harmonique w est telle que :  
nw

n 1
...

2

1
1 +++= . Ainsi 


=

=
n

k k

n
w

1

1
 .   

Vu que : n
k

n

k

ln1
1

1

+≤
=

 (démonstration ci-dessous), on obtient : 
n

n
w

ln1+
≥  et a fortiori, 

n

n
wv

ln1+
≥>  

En fin de compte,  

( )
2

1
!

ln1

+<<
+

n
n

n

n

gj

n . 

 

Comme le montre le tableur ci-
contre, les trois moyennes (colonnes 
B, C et E) sont significativement 
différentes. 

Tout ceci amène à l’encadrement de 
la factorielle : 

 ( ) ( ) ( )
n

n

n

n
n

n
n

n
gjulia 2

1
!

ln1

+<<
+
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Démonstration de l’inégalité n
k

n

k

ln1
1

1

+≤
=

 :  

Soit k un entier  tel que nk ≤≤2 .  

[ ] 






 ≤






 ≤−∈∀  −−

k

k

k

k
dx

x
dx
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kkx
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1111
,,1  

Or :  ( )1lnln
1

1
−−= −

kkdx
x

k

k
 et 

k
dx

k

k

k

11
1

= −
.  Donc ( )1lnln

1 −−≤ kk
k

 pour tout k tel que nk ≤≤2 . 

Par sommation : ( )( )
==

−−≤
n

k

n

k

kk
k 22

1lnln
1

 ce qui donne : n
n

ln
1

...
3

1

2

1 ≤+++  soit 

n
n

ln1
1

...
3

1

2

1
1 +≤++++  
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E. Un meilleur encadrement de la factorielle de n 

1. [ ] 1lnlnln 11
+−=−==  nnnxxxdxxI

nn

n .  

Cette intégrale représente « l’aire sous la courbe », aire du domaine ∆n délimité par Ox, Cf  et la droite 
d’équation nx = . Quant à uk, il représente « l’aire sous la courbe », celle de la portion du domaine ∆n située 
dans la bande kxk ≤≤−1 . 

Le découpage en bandes de largeur 1 du domaine ∆n réalise une partition de ce domaine en ( )1−n  morceaux.  

L’aire de ∆n est la somme des aires de ces  ( )1−n  morceaux : n

n

k

k Iu =
=2

  

 

2.  Compte tenu de la concavité de la courbe Cf, cette courbe est au dessus de ses sécantes, le trapèze 

11 +− kkkk MMHH  est inclus dans le morceau du domaine ∆n situé dans la bande kxk ≤≤−1 . Son aire est 
plus petite que l’aire de ce morceau. 

Ainsi : ( )( ) kukk ≤+− ln1ln
2

1
 

La tangente à Cf  en Mk a pour équation : ( )kx
k

ky −=− 1
ln . Elle  coupe la droite d’équation 1−= kx  au 

point 






 −−−
k

kkNk

1
ln,11 . Compte tenu de la concavité de la courbe Cf, cette courbe est au dessous de ses 

tangentes :  le « morceau »  contient le trapèze 11 −− kkkk NMHH  et son aire est plus grande que celle de 

11 −− kkkk NMHH  . 

L’aire de ce trapèze est : 
k

k
k

kk
2

1
ln

1
lnln

2

1 −=














 −+  . Ce qui donne : 
k

kuk 2

1
ln −≤  

D’où l’encadrement : ( )( )
k

kukk k 2

1
lnln1ln

2

1 −≤≤+−  

Par sommation : ( )( ) 
=

=

=
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1
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On en déduit : ( ) ( ) 
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Vu que ( ) 11ln
1

2

−+≥
=

n
k

n

k

 (à justifier) on obtient :  

( ) ( ) ( )( )11ln
2
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=
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En regroupant en un seul logarithme : 
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 et vu que 

l’exponentielle conserve l’ordre : 
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Ci-contre, résultats obtenus à l’aide d’un tableur 
pour les premiers entiers  

 


