Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Migration barycentrique

La technique du « morphing» ou «migration » comsiat transformer, par une animation, un objet
géométrique en un autre objet géomeétrique. Ellaititée par exemple sur des écrans d’ordinateur p
obtenir des écrans de veille. Le probleme propoeséiste a étudier quelques effets de migration dass
cas trés simples.

Le cadre est celui d’'un plan affine P dont on reoterentuellemerii le plan vectoriel associé.

On rappelle une caractérisation d'un segmAB] du plan : le segmenAB] est I'ensemble des barycentres
des pointA et B affectés de coefficients positifs.

Ce segment est aussi 'ensemble des pdintisi plan affindels que AM = A Eé, 0<A<1

1. Le sujet
0. Préliminaire. Migration d’un point vers un autre point.

A et A’ sont deux points distincts donnés du plan. Boibh nombre réel donné de lintervalle [0, 1]. On lui
associe le pointl, barycentre du systémd(A1-k); (A’ k}}.

0.1.Exprimer AM,_en fonction deAA

0.2.Préciser les pointM,, M,, M,
2
0.3.Montrer qud’ensemble des pointdy lorsquek décrit [0, 1] est le segmenAA’].

On dit que lorsquk varie de 0 a 1 ce poigut2018 My « migre » deA versA'.

On peut en effet, a I'aide d’'une animation, fairsualiser sur un écran d’ordinateur ou de calciciatie
déplacement du pointl, deAversA’.

Partie 1. Migration d’'un segment vers un autre segent.

On se donne deux segmemd] et [A'B’] (ouA etB sont distincts, de méme gaé etB’).
A tout réelk de I'intervalle [0, 1], on associe :

« Le pointM, barycentre dé¢(A, 1-k); (A, k}}

Le pointN, barycentre dé(B,1-k); (B', k)}

Le segmen{M ka]

[EnY

. Identifier les pointsM,, N, ; M, N, ; M, N,

2 2
2. 0n pose:li, =AB; u =A'B' et i(k)=M,N, . Exprimer G(k)en fonction deii, = AB et de

u =AB'".

3. Donner des conditions, portant sur, B, A’ , B’ pour qu'il .

existe une valeuk de ]0, 1 telle que

ulia2016

3.1. Montrer que, siAB) et (A'B’) sont paralléles, alors pour tdutel que M, # N, la droite (Mka)Ieur
est paralléle.
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3.2.Montrer que réciproquement, s'il existe un #éelon nul et distinct de 1 tel QL(Mka)SOit paralléle &
'une des droitesAB) ou (A'B’), alors AB) et (A'B’) sont paralleles.

4.1.0n notelle milieugjumde [M ka]. Quel est 'ensemble des poimgdorsquek décrit [0, 1] ?

4.2. Plus généralement, saiun réel fixé de [0, 1]. Pour tout réelde [0, 1], on notd le barycentre de
(M,,1-t) et ¢, 1). Quel est I'ensemble des poiffislorsquek décrit [0, 1] ?

Partie 2. Deux exemples de migration d’'un quadrilagre vers un autre quadrilatere.

On se donne deux quadrilatéABCD noté Q etA’'B'C'D’ noté Q'.
Pour chaque rédt de [0, 1], on désigne par,Qe quadrilatereA,B,C, D, ou A, B,, C,, D, sont les
barycentres respectivement des systéffiesi-k), (A',k)} ; {(B,1-k), (B',k} ; {(C,1-k), (C',k)} et

{(D,1-k), (O".k}
1. Montrer que, si Q et Q' sont deux parallélogramnaésrs pour touk de [0, 1] Q est un parallélogramme.

2. Dans cette question, on suppose que le plan elitiencorienté et que Q et Q' sont deux carrésatiére
Montrergjumqu’alors pour touk de [0, 1] Q est un carré direct.

Partie 3. Migration d’'une courbe vers une autre cotbe.

Dans cette partie, on considere deux fonctibasg définies et dérivables sur un méme intervalle fermé
borné[a, b] ainsi que leurs courbes représentategtCy dans un méme repere.

On se propose de construire une « migratio&zgiade C:i versCy dans le cas général et d’étudier un
exemple.

Pour cela, on procede de la fagon suivante :

* Pour tout réek appartenant iO, 1] , On considere les pointsF de C; et G; de C, de méme
abscissex, = a(l-t)+bt.

» On fait migrer chaque poili; vers le point corresponda@t comme précisé en préliminaire, c'est-a-
dire que, a tout réelk appartenant a[o,1] , on associe le pointM,, barycentre de
{(F,1-k); (G,,k}} . Pourt fixé, on sait que le poinM,, décrit le segmen}F,G, ] lorsquek décrit
l'intervalle [01] :

L'intérét est de savoir ce qu’il se passe plofixé, c'est-a-dire de déterminer d’'une fagon ownd’autre quel
est'ensemble ., = {Mk,t ;tD[O, 1]}.

ulia

C’est cette courbe qui migre @ versCy lorsquek varie de 0 a 1.

1. Déterminer en fonction de;, et dek les coordonnées du poirM, . En déduire que I'ensemble
M ={M,, ; t0[0,1]} est la courbe représentative de la fonction-> h, (x) = (1- k) f(x)+ kg(x) définie
sur I’intervalle[a, b].
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2. Dans cet exemple on suppose duest définie sur I’intervalle{— 1, 1] par : f(x): x? - x et queg est

définie sur le méme intervalle-1,1] par : g(x) = 7-4x?.

On fait migrer I'arc de parabolé vers I'arc de parabolg, .

2.1.Donner une équation cartésienne de la colitbe 1M « ;1001

2.2. Représenter sur un méme graphique l'arc de pardBpléarc de paraboleC, et deux ensembles
M ={M e >t [0, 1]} de votre choix (autres quig etl ;)

2.3.Existe-t-il une valeur dk pour laquellel’, = {M ki o L o[o, 1]} est un segment de droite ?

lia

2. Pour aller plus loin

On suppose maintenant gtiest définie et dérivable sur un intervalle ferménkéo[a, b] tandis quey est
définie et dérivable sur un autre intervalle feltméné[a', b'] .
Il est possible de construire une migration d’unarbegjumvers l'autre puis de visualiser cette migration
sur un écran d’ordinateur ou de calculatrice :
* Pour tout réet appartenant éOI] , on considére le poift deC; d’abscisse x, = a(l—t)+bt et le
pointG, deC, d'abscissex’, =a'(1-t)+b't.
» On fait migrer chaque poinE; vers le point correspondam@, c'est-a-dire que, a tout rékl
appartenant §0,1] , on associe le poid . barycentre dd(F, 1-k); (G,,k)} puis on fait variek.
Déterminer en fonction deet dek les coordonnées du poitl, ,. En déduire un systeme d’équations
paramétriques de I'ensemblig = {Mk,t ;to[o, 1]}.

lia

2
Application :  f est définie sur I’intervalle[— 4, O] par : f(x)=x7+2x etg est définie sur[— 1, 2] par :

g(x)=4—x2. Faire visualiser une migration de l'arc de patal vers I'arc de parabol€, sur un
ordinateur ou une calculatrice.
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3. Eléments de correction

Préliminaire
0.1.De fagon immédiate AM, = kAA

0.2.M,=A M, =A, M, estle milieu deAA’].

2
0.3. La relation : AM, =k.AA implique queMy appartient a la droiteA@Q’). De plus, le rapport de
colinéariték appartenant §0 ; 1], My appartient au segmemtA’].
Réciproquement, si un poiM du plan appartient au segmeA], alors il est barycentre des extrémités
affectées de deux coefficients positifs (non towsixd nuls cela va de soif(Aa);(A'a’);}. Par

homogeneité, il est barycentre %%A,l— ‘ , :
a+a at+a

a' a' . .
J v ;[Ai —J; } Puisque les deux coefficients sont
gjulia2016

positifs, 0 < a -<1. Le pointM est le pointM, lorsquek = .
ata ata

L'ensemble des pointdy est exactement le segmeA].

Partie 1. migration d’'un segment vers un autre.
1.My=A Ny,=B; M; =A", N, =B"; M, N, sont les milieux respectifs daA’] et [BB’].

2 2
2. D’apres la partie préliminaireAM, = KAA' BN, =k BB' .On en déduit :
M N, =M A+AB+BN, =k AA+AB+KBB = (1-k)AB+k(A'A+AB+ BB

M N, = (1- KAB+kA'B".
Ainsi, G, = AB ; G, = AB" et ti(k) = (1- k)i + k' .

2. Il 'y aura confusionM, =N, si et seulemer;j‘gmsi il existe une valeuk appartenant é]O;][ (par

hypothése, la confusion n’a pas lieu ni p&ur 0 ni pourk = 1) telle que :(1— k)EB’+ kA'B'=0.

C'est-a-dire telle queA'B'= (1—%)@.

PuisqueO <k < 11—% <0.

» Une condition nécessaire est ga8 et A'B' soient colinéaires et de sens opposeés.

* Réciproquement, SAB et A'B' sont colinéaires et de sens opposés, il existeéahd strictement
positif: A'B'= ~A AB. Alors : 0<i <1 et on obtientM, = N, lorsque :k =i.
1+A 1+ A

« AB et A'B' sont colinéaires et de sens opposés » est unepBINIU'il y ait une confusiotM, =N, .

3.1. Si les droitesAB) et (A’B’) sont paralléles, alorg, = AB ;U = A'B" sont colinéaires et il en en est de
méme de toute combinaison linéaiték) = (1— k)U0 + ki, de ces deux vecteurs. S'il N’y a pas confusion
M, =N,, la droite MiN,) est parallele aux droiteAB) et (A'B’).

3.2. Réciproquement, la relation vectorieliﬁ(k)z(l— k)Uo+k.U1 met en jeu trois vecteurs dont les
coefficients sont tous non nuls dés lors §uest distinct de O et de 1. La colinéarité de deusl@pnques
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d’entre eux implique celle du troisiéme avec lesxdautres. S’il existe une valeur Kelistincte de O et de 1
telle que u(k) = (1— k)U0 +kd, soit colinéaire &i, = AB ou au, = A'B’, alors les trois vecteurs sont tous
colinéaires et les trois droites sont paralleles.

(Donc, ou bien de ces trois droites il N’y en agrdeux paralléles, ou bien elles le sont toujosasf cas
de confusion des poinkg, etN,)

%j gjuiam(Nkéj}. Or, My est barycentre de

{(A1-k), (A", k} etN, celui de{(B,1-k), (B', k}}. Le pointl, est donc le barycentre du systéme de

quatre points {(A,%(l—k)j,(A', %kj : (B,%(l—k)j,(B',%kj }

Par le théoréme d’associativité, on peut groupé&ement cette barycentratiorA:avecB, groupement qui
donne le point pondérél 1-k) etA’ avecB’, groupement qui donne le point pondété k), oul est le
milieu de AB] etI' celui de f’B’]. Ce méme poink, est aussi barycentre d§l ,1-k), (1, k}} . Lorsquet
varie, d'aprées la question préliminaitgdécrit le segmentl[] joignant les milieux des deux segments.

4.1. Le milieu I, est le barycentre de{Mk,

4.2.Plus généralementy le barycentre deMy , 1 —t) et (N, t).

Or, M, est barycentre de4(, 1 —K) ; (A’ , K)} et Ny celui de {8, 1 —K) ; (B’ , k)}. T« est le barycentre du
systéme de quatre pointg(A, (1-k)1-t)), (A", k(1-t)) ; (B, {@-k}),(B", kt) }.

Par le théoreme d’associativité, on peut groupérement la barycentrationA avecB, groupement qui
donne le point pondérff,,1-k) et A’ avecB’, groupement qui donne le point pondéfg k) ou T, et T,
sont les barycentres respectifs{{ia, (1-t)) ; (B, t)} et de{(A", (1-t)); (B, t)}.

Ty est barycentre d§T, 1-k); (T, k)}.

On en conclut que, lorsqlevarie dans [0, 1], le poirft, décrit le segmenfTpT,].

Ainsi, le fait de faire migrer seulement les dewxré@mités d'un segment vers les extrémités derkaut
détermine une migration « point par point » d’'uigsent vers I'autre. Dans la migration d’'une cousss
une autre de la partie suivante, il faudra justetmagir « point par point », la migration des extriéés ne
suffit plus a déterminer celle de I'arc d’'une coerb

Partie 2
1. D’aprés les résultats de la premiére partRarije D e
1, question 2) w02 e al
AB, =(1-k)AB+kA'B'* et de méme:| *— B
- . . D e p P, \.\\ A
Dka gulia2016 = (1_ k)DC +kD'C. / c\\\ \
/ 4 Sl ! ¢t

) Af/' ,‘ '// i\
Mais Si Q et Q' sont deux parallélogrammes, alg Lo \\ e
DC =AB etaussiD'C'=A'B". * *\'\ /
Donc pour tout réek de [0,1] D,C, = ABB, ce qui siherpezels g :
prouve que Qest aussi un parallélogramme.
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2. Qx est au moins un parallélogramme. Tem
u=0.3
Puisque Q est un carré direbtest image dé par la " oo s
rotationr de centreA et d'angle +v2. Y -l o
Puisque Q’ est un carré direfx, est image dé\’ par w L L 5
la rotationr’ de centre A’ et d'angle +72. | L /
gju2016 | E A"'g{ | ¥
‘ ) 1 ~ /
. ., e ./
Ces deux rotations ponctuelles sont associées 4 o MB Pt = ’
gilberifulia201

méme rotation vectorielle, la rotation d’angler’2
gue I'on notera.

Simultanément AD = p(ﬁB) et A'D'= p(ﬁ)

Cette rotation vectorielle est une applicationding :
AD, =(1-k)AD+kA'D" = (1- k),o(ﬁa)+ k.p(A'—B')z p((l— k)AB+ kA‘—B‘)z ,o(Ak Bk)
AD, = AB,

Quel que soik appartenant {10, 1] : (ﬁ W)— T (2”) Sz
ks k _E

Le parallélogramme Qest un carré, puisque deux cOtés consécutifs pemtendiculaires et de méme
longueur. Ce carré est de méme sensARED.

lem
u=0.3

Cette propriété n’est pas spécifique aux carrés. .
contre, ABCD et AB’'C’'D’ sont deux losanges d§ % =Y
méme angle orienté au somnfet Le quadrilatére e /D—j.g_\:f,x ) \60 '
Qk est aussi un losange et son angle au sorArast A T
le méme. / e [/ //“\
La rotation vectorielle associée est mainteng R B s

T silbertiulia2016 ~,|
d’angleg. ©
Partie 3.

1. PuisqueF; et G; sont les points d&; et C; de méme abscissg =a(1—t)+ bt, leurs ordonnées
respectives sonf (x,) et g(x ). Le pointM,, a aussi __la méme abscisse et son ordonnée est :
’ gju2016

Yie == K)F(x )+ kglx).
Le reel x, décrivant exactement I’intervallh, b] lorsquet décrit [01] , le pointM, , décrit exactement la
courbe d'équationy = (1-1t) f(x) + tg(x) ot xO[a, b].

2.1. L'ensemble T, ={Mk,t ;to]o, 1]} est ici la courbe représentative de la fonction:
xi— by (x) = (1= K)(x? = x)+ k(7 - 4x) = (1= 5K)x? + (k ~1)x+ 7k définie sur lintervalle[-1,1].
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2.3. De facon généralel’, est un arc de

parabole. Cependant, Iorsqkec%, I a pour

. o4 T .
équation : y——gx+g. Elle représente sur

[— 1, 1] une fonction affine, c’est un segmer
de droite (en gras sur la figure ci-contre).

-1.44

3. Pour aller plus loin

Lorsque les deux fonctiorfset g ne sont plus définies sur un méme intervalle, opewd plus considérex
priori que 'ensembld, :{M ke o O [0, 1]} est la courbe représentative d'une fonction.

Sachant que pour tout réale [0,1] x, =a(l-t)+btet x', =a'(l-t)+b't :
Le point M, , a pour abscissex,, = (1— k)xt +Kk X',
Son ordonnée esty, , = (1— k)f(>q)+ kg(x‘t).

Pour k fixé, I'ensemble I', ={Mk't ;tD[O, 1]} est maintenant déterminé par un systeme d’équgation
paramétriquesq, = ¢ft) = (1- k)x, + kx', et y,, =¢(t)=0-K)f(x )+ kg(x",).

Il n'y a pas Iieugjumd'expliciter davantage. On pourrait écrire :

%, =dt)=t(a-b+a-b)k-a+a)+(a-ak+a, mais cela ne semble procurer aucun avantage
significatif.

2. Dans une pag€alculs, on définit la fonction de trois variablesfa,b,t) = a(l-t) + bt .

Cette fonction permet de construire d’une partd@se du poinM, , :

Xep = (1— k)u(a,b,t)+ ku(a',b',t) qui, pourk fixe, est fonction de la variabte
Et d’autre part son ordonneey, , = (1— k) f(u(a,b,t))+ kg(u(a‘,b',t))
fonction de la variable

qui, pourk fixé, est aussi

gjulia2016

Définir ensuite la variablé, a l'aide d’une liste pour obtenir plusieurs cash, :{Mk't ;tD[O, 1]}, ou
bien a I'aide d’un curseur pour obtenir une anioragt une déformation de, ={M Kt o tD[O, 1]} lorsqu’on
agit sur le curseur.

Il reste a saisir la fonction vectoriel{e et a la représenter graphiquement.

y =¢’(t) = Ykt
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Dans une pag€alculs, définir préalablement la
fonction : ua,b,t)=a(l-t) + bt .

Dans une pag&raphiques insérer un curseur, lié[
a la variablek.

Représenter graphiquement les fonctibesy. silberguliaZols
Définir ', entant  que courbe paramétrée.
gju2016

{Xl(f):(lfli]‘ ul-40, )+ ul-1,2,7)

ly1()=(1-k) Filu(-40,))+k F2(u(-1,2.))
Voici par exemple ci-contre une courlbg. Elle ¥
se déforme lorsqu’on agit sur le curseur. 5

Le chapelet de points noirs est la tra \/ B
géométrique laissée par un point de la courpe < ”(X)LT“’W‘O

lorsqu'on fait varierk. Cette trace visualise | —
migration d'un point particulier d&; vers son
point correspondant dg,.

0.5

3.75

Les exemples proposeés ici ont concerné des arpard®ole. En changeant les fonctibm$g, on peut bien
entendu obtenir des migrations plus « esthétiques »
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