Ecrit 2013 CAPES Mathématiques

Théoreme de Lameé : éléments de correction.

A. Préliminaires.

1. On obtient (585 117)=1 car 585 est multiple de 117. L’algorithme estafeglieur 1.
Puis successivement : 55 =34 + 21 34 =421 + 1321 =%13+8 13=%8+5
8=1x5+3 5=%k3+2 3=k2+1 2=%1+0

L(55, 34)=8 L’algorithme est de longueur 8.

2. Si on choisit les entiers 13 et 8, présents dahgorithme précédents) s’écrit avec un chiffre, et
I'algorithme d’Euclide est de longueur 5.

Si on considére dans la question précédente lexy®B85 + 34 = 89 et 89 + 55 = 144, qui continuanala
suite d’entiers « vers le haut », on constate qué1:44, 89)=10 car il y a deux divisions de plus dans

I'algorithme d’Euclide.

B Fibonacci.
1. Siug etu; sont deux entiers naturels non nuls, telsigueu, alors :

1.1. Par récurrence évidenig est un entier naturel non nul, car la somme de @gtiers naturels est un
entier naturel non nul.

1.2. Pour tout entien>1:u,,, —u, =u,, etu,, estun entier naturel non nul. Dang, —u, > podur
tout entiem au moins égal a 1

1.3. D’aprés la question précédente pour tout ent& moins égal a 2u,,,, —u, =u,_, avecO<u,_ <u,.
L’écriture satisfait les critéres de la divisionckdienne deu,,, paru, Donc, jusque la: la relation de
récurrence est vérifiée?GCD(u,,,,u, ) = PGCD(u,,, U, )

On obtient en l'itérant — 1 fois (c’est utile de noter ce nombré)GCD(u,,,,u, )= PGCD(u,,u,)

Il reste le cas des termes initiaum, =u, + U, avecu, <u, . Si I'inégalité est stricte, alors cette écritest
encore celle d’une division euclidienneR&CD(u,,,,,u, ) = PGCD(u,,u, )= PGCD(u;, u,)

Sl y a égalité, alors PGCD(u,,u;)=PGCD(2u,,u;)=u, = PGCD(uy, u,). La propriété est encore
veérifiée, méme si la relation, =u, +u, n’est plus une division euclidienne.

2. Puisque les — 1 itérations a propos des PGCD du 1.3 sont exactecelles que donne I'algorithme
d’Euclide, on a déa: L(u,,u,)=n-1+L(uyu). Une deriére itération donne:
L (.U, )=n+L(u,,u,) lorsqueu, <u, puisque la derniére itération est une divisiorlidienne.

Lorsque u, =u,, on obtientL (u,,,,u,)=n-1+L(2u,,u,)=n car la derniére division euclidienne de, 2
paru; donne un reste nul.

3. Exemple : Quand, =18; u, = 48n obtient successivement comme termes suivétts114, 180, 294,
474, ...

On constate que l'algorithme d’Euclide va donn2@4 = 180 + 114, puis 180 = 114 + 66, puis 114 =+66
48, puis 66 = 48 + 18 donc 4 divisions et on enuhgir les 3 divisions du début de I'énoncé. Oreabun
algorithme de longueur 7.

4.1. Le nombre non nug doit vérifier pour tout entien: q"? -q"* -q" = q”(q2 -q —1)=0. Comme le
termeq” ne s’annule pas pour toutes les valeurs,dgest I'autre qui doit s’annuler.

1[ 1[

On obtient comme valeurs possiblag = etf=——
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X+y=u
4.2. Le system y=t a pour déterminan® - a qui est non nul. Le systéeme a donc toujours une
xa+yLB=u
Uy 1‘ 1 u,
. . u Uy —Uu a u| u -au
solution, qui est x == i _Bu ety= -1 0
L-a L-a L-a L-a

La résolution du systéme permet d'initialiser latien xa" +y 8" =u,, surdeux rangs successiles deux
premiers 0 et 1. Supposons la relation vérifiée raumgsn etn — 1. On note quer et S sont les deux seuls
réels qui vont vérifier la relatiorg™* =q" + q"* puisquea? =a + 1et pareil poups.

Ainsi: xa™ +ypg"t = x(a” + a”‘1)+ y(,B” +,B”‘l)= (xa” + y,B”)+ (xa”’l + y,B”’l). On obtient d’aprés
I'hypothése de récurrencexa ™™ +y " = x(a” + a”’1)+ y(,B’” + ,8”’1)= U, U, =U,

La relation est donc héréditaire. (Elle va étrefié aux rangs etn + 1). Elle est donc vérifiée pour tout
entier.

5. Dans le cas particulier de cette suite=

1=p etyza—_l.Ainsi: fn=1 a"+2
a-p a-p a-p a
trouve dans le cas ou les deux premiers termesegaiix, dond_(fn+1, fn): n

On obtient la suite : (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21,58, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, ...).
On constate donc que(1597, 987)=15 puisque 987 est le terme de rang 15.

5.3. L'inégalité f, >a"™ est vérifiée pour les deux premiers termes davite,set devient stricte pour le
terme de rang 2. Supposons la vérifiée aux ramgset n — 1. Alors au rang suivant:
fa2f +f  2a" +a"%=a". Linégalité est toujours vérifiée. Dés qu'il yune inégalité stricte,
l'inégalité suivante est stricte aussi. Or, c’estivau rang 2. Donc, a partir du rang 2, toutesriégalités
sont strictes.

C. Le théoreme.

1. Tous les quotients sont positifs ou nuls, pusiis’agit de divisions euclidiennes dans I'enskmtes
entiers naturels. La suite des restes étant strate décroissante, celle des quotients est une digihtiers
strictement positifs. (Si 'un d’entre eux, disogs était nul, on aurait r,_, =0r, +r_, =r,,,. On aurait
r <r ce qui contredit la décroissante stricte de lsesilgts restes).

Quant a la derniére divisiorr;_, =q,r, + ,®n aq, =2, sinon on aurait,_; =r,

2.1, étant le dernier reste non nul, onrg 2 f,. Au rang précédentr,_, >2r, 22=f,.

Supposons que linégalité r,, = f,,  soit Vvérifitke aux rangs i et i-1. Alors:
Moict =Oneifioi ¥ Mo 20 T o 2 fig + F, = f,,. La premiére inégalité est justifiée parce que les
guotients sont strictement positifs, l'autre panypothése de récurrence. Donc, la propriété est
héréditaire, jusqu’au moment ot i= 0.

On obtient en particulierb=r, = f,

Or, on a vu quef, >a". Le logarithme a base dix d’'un entier donne le bi@rde chiffres de son
écriture : Si un entierN s'écrit avec k chiffres, alors: 10" <N <10, ce qui équivaut a:
k-1<log,, N<Kk.

Or, on constate que lggr =0,209 a 0,001 pres. Donc leg > 0,2 = 1/5 et il en résulte queg,, b>£. Or

le nombref, représentée plus petit entier Ipour lequel il faun divisions dans I'algorithme d’Euclide. Tous
les entiers précédents nécessitent moins de digisidonc au plus- 1. A cause de I'inégalité, le nombre de
divisions pour ces entiers est au phleg,, b donc au plus 5 fois leur nombre de chiffres.
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