Préparation a I'écrit CAPES Mathématiques

Courbes isogones d’'une parabole (cas général)

2
Sujet analogue au précédent mais cette fois, ois&yw la parabole d’équationyzg— ou p est un réel
p

strictement positif. Il y aura un parametre de plus

On y cherche, comme dans I'exemple, I'ensembl@aiess du plan d’ou I'on peut mener deux tangeates
la parabole déterminant un angle géométrique fixa@ns la questioh.2, on cherchera I'ensemble des points
du plan d’'ou I'on peut mener deux tangentes a leapale perpendiculaires et ensuite on s’attaquera a
I'ensemble des points du plan d'ou I'on peut metheux tangentes a la parabole déterminant un angle
géométrique de mesuekfixée.

Les candidats au CAPES peuvent se contenter dertfajuestionsl et 2 puis la partielll « complément »
qui leur est destinée, questions toutes du nivesueh du concours. Evidemment, les questions las pl
intéressantes de ce sujet, ce sont les autres.nBigoe ces autres sont destinées aux candidateusuri
souhaitant parfaire une certaine culture mathématiqCuriosité personnelle profondément enrichissant
mais désormais tres au-dela du seuil d’inutilité ragard du niveau des savoirs que les futurs ensei
auront a transmettre.

Le sujet

Le plan est rapporté a un repére orthonoﬁmé,f) . p est un nombre réel strictement positif.
2

On désigne paP) la parabole d'équation cartésienme;— .
p

(On vérifiera que cette parabole a pour foyer lintp& [0;—2) et pour directrice la droite d'équation

cartésienney = ——2).

I. Point de vue analytique

1. Soit I (a; b) un point du plan. Pour tout nombre r&elon désigne paby la droite passant paret de
coefficient directeuk.

1.1.Discuter suivant les valeurs debetk I'existence et le nombre de points d’intersectiotreDy et (P).

1.2. Etablir en particulier que, lorsqueest sous la parabole, il existe deux droites issigels qui sont

a-+a’-2pb otk = a++a’-2pb
aTya 7P ,= % e
p p

tangentes & la parabole, de coefficients directesectifs k, =

2. Déterminer quel est 'ensemble,, des pointd du plan par lesquels on peut mener deux tangentes a
parabole perpendiculaires. (Cet ensemble s’aplaetieurbe « orthoptique » de la parabole).

© G. Julia, 29/12/2016 III



Préparation a I'écrit CAPES Mathématiques

3. On suppose que I'on peut mener peeux tangentes distinctes non perpendiculairesié&3igne alors par

2\/a®> -2bp

@ la mesure en radians de I'angle géométrique sleleex droites. Montrer queang = |2b+ |
ulia p

4. Soit Gun réel tel que{)<9<g. On note it =tand . On désigne paF, I'ensemble des pointsdu plan par

lesquels on peut mener deux tangentes a la pardbotd’angle géométrique est égafla

Montrer querl, est une hyperbole dont on précisera le centrégrestion dep et det =tané .

5. Montrer que le foyelF (0 ; —2] de la parabole est aussi un foyerigeet que la directrice de la parabole

est aussi une directrice dg.

I1. Point de vue géomeétrique
Retrouver les résultats du « point de vue analgtigen exploitant les propriétés géométriques desjaes.

On rappelle notamment :

» Une conique de foyeF directrice D) et excentricitée est 'ensemble des poink$ du plan tels que
%ze ou H est le projeté orthogonal dd sur (D). En particulier, la parabole de foyEret
directrice D) est I'ensemble des points équidistanté-ds de D).

* Propriétés tangentielles d'une parab® { la tangente a (P) en un poivt est la médiatrice du
segment ifHF].

III. Complément : propriétés des points de la directrice

On suppose dans cette partie gjest un point de la directrice de la parabole. Cte agon abscisse, de

sorte que ses coordonnées soh(a; —Ep) :

D’aprés la parti¢ , on peut mener dedeux tangentes a la parabole, de coefficients teines respectifs

P P L
S Sl PV
p p

) et ces deux droites sont perpendiculaires.

1. On noteM; etM; les points de contact respectifs des deux tangésgaes deavec la parabole.
Expliciter les coordonnées de ces points.

2. Montrer que IF) et (M;M,) sont perpendiculaires.
3.1.Montrer que M;M,) passe palF.

3.2.Montrer que toute droite passant pagt distincte deRy) coupe la parabole en deux points ou les
tangentes a la parabole sont perpendiculaires.
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Eléments de correction

1. La droite Dy a pour équation cartésienne
I'équation :y =k(x-a)+b.

2 2 2
. . . . A X
Un pointM (x; y) est point d’intersection dBy et |expand ;?_k(x_a)—bjx) Fe
(B) si et seulement si son abscissest solution de panc 2 #lakt] k) 2 2ka 2b
I'équation au second degré : T o s
X_2 —kx+ak-b=0 (1) ©gilbertjuliaz017
2p (gf_@ & b
, . . .. P p P2 r
Cette équation a pour discriminant A
2 ka b Solve(kz——a+—=0,k}
A, =k?-2"=+2= bo» ( |
p p [ 42 .2
. L. . Wat-2bp-a a”-2bpta
Ce discriminant est une expression du second de k= p or k= -
en k dont le discriminant réduit est o]

A :a_2—2_b:£ a_2—b
““p2 p 2l2p

2
e Si 2——b<0(| au dessus de la parabole) alags<0.A, est strictement positif quelle que soit la
p

valeur dek. L’équation(1) a toujours deux solutions distinctes et la drdite coupe toujours la

parabole en deux points distincts.
2

e Si 2——b=0(| sur la parabole) alora, =0.A, est positif ou nul. Il est nul IorsquezE et dans ce
p P

cas(1) a une solution double (égaleap Le pointl est point de contact et la droite, , est la

tangente em a la parabole. Pour toutes les autres valeuks 9 admet deux solutions distinctes,
étant I'une des deux solution®;; coupe la parabole en deux points distincts dorggiime point.

2
e Si 2——b<0(| au dessous de la parabole) alags>0. L’équation k2—23k+22=0 admet deux
P

p p
2 2
. . —-4a“-2pb +4a2-2pb
solutions distinctes k, =87V& TePD o K, _artya 72pb
p p

de k, A, =0 : (1) admet une solution doubl®y est la tangente eh a la parabole. Lorsque
k, <k<k,, A, <0 : (1) n'admet pas de solutiol, ne coupe la parabole en aucun point. Lorsque

k<k, ouk>k,, A, >0 : (1) admet deux solutions distinctd3, coupe la parabole en deux points
distincts.

. Pour ces deux valeurs particuliéres

1.2. En résumé, lorsqukest strictement extérieur & la parabole, il existax droites issues dequi sont

2 2
R - : : -ya“-2pb +4a°-2pb
tangentes a la parabole, de coefficients directassectifs k; =87Va TPD o k, =8tva 7em
P P
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2. On suppose qukeest extérieur a la parabole. Il existe alors dewxtes issues dequi sont tangentes a la

- . !
parabole, de coefficients directeurs respeckfs

Ces deux droites sont perpendiculaires si et
seulement sk k, =-1

b
Or kk,=2— (on peut effectuer le calcul od [ Zor k= ~
p p P
remarquer qu’il s'agit du produit des racines ¢ _(faz_z.b.p_a) Terminé
R ) a b Define m=————""—"+
polynébme erk: k“-2—k+2—) i
p p 2_oup. Termine
Define nol@ —2bpta
?
AInSI : k1k2 = _1 ad b = _B . ment1 2_-b+1
9 2
P
L. . . . L, ©gilbertjulia2017
Il a été vu queK) avait pour directrice précisémen solvelmre1,5) o
la droite d’équation cartésienne= —g. 2
| =
™| e domaine du résultat peut &tre plus grand que le domaine de l'e.. |

Les tangentes issues dé& sont des droites
perpendiculaires si et seulementl sippartient a la
directrice de la parabole.

3. Il existe deux tangentes issuesl diou I'on peut mener deux tangentes non perpengi@d a condition
guel soit situé a I'extérieur de la parabole et qu'ilsodét pas sur la directrice.

Sous ces hypothéses, I'angle géométrique de ces

deux droites a pour tangente :
tan¢:| ko—ki [_ 2/a’-2bp IR N 2bp 2
|1+ kl k2 | gjulia |2b + p| 1+m=n 2'b+p_

] ) expand((2'b+p)2'f2—4'(a2—2'b'p),b)
4. L'égalité de deux angles géométriques €
équivalente a celle de leurs tangentes.

b2 rabl a2 prp 2 -aa?

2, )12 2.2, )2
Si on poset=tanf : =0 - 2ya’-2bp . fexpand b +.2)p b bz'f2+b'(f2+2)'p+@
' |2b+ ' at
Cette égalité entre réels strictement positifs ¢ 2.2 p2-(£+2)2 M
équivalente a I'égalité de leurs carrés. P 2 2
2
2./a%2-2b ©gilbertjulia2017
p=0- b i N S i
gjulia |2b+ p| [ W]
215
On obtient :
p=6 -  at?b?+apl?+2b+ pi?-4a®=0

L’'ensembler, a ainsi pour équation cartésienngt? y? +4p(t2 + 2)y+ p%t2-4x®=0.

En tant qu'équation du second degré&en eny il s’agit Ia d’'une conique.
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©gilbertjulia2017 I
Cette equatlon2 est equivalente a I'équation . . e y)= ey +4_}J_(zz +2)_p 1 p 2t Terminé
gt2+2) 2!t2+1) 2
12 y+P ' _y2-P ; o) a2 221 p2)
2z ) o t a0 e
21 t
On reconnait 'équation d'une hyperbole dof ,i...) ,[ /24 2 pH{2+1)
gtz +2! P AT 2
le centre est le poin()(o;gjulia _Pp : J et 2t
! hlxy) -(z2+2) : 2-(z2+1) e
dont I'axe focal est I'axey . W2 2 2P
4 o2 2
18/99
2
plt? +2
y+
. . . x2 2t? .
L'équation réduite der, estdailleurs : —p>—y- s> —7—=-1, équation de la forme
p !t +1! e peit®+1
t2 t4
2 y? : 24 t>+1 t*+1
X—Z—Y—zz—l avec succeSS|vemenV:=y+£(th) cu=P v=P —.
uc v 2t t t
5. Le paramétre focal de cette hyperbole eq,.,., .zl fermime 1]

i

2
/ !t +1) —
c= U2 +V2 = P > Define v P 241 Terming
t =
4

©gilbertjulia2017

Les ordonnées des foyers dg sont dans le repér [ )
. o 2 2 2
b,i,j) L - p(t :2) + p(t 2+1). L'un des foyers a pour . —
2t 9 t Define C:p.( +1) Terminé
2

4
i p(t2+2) p(t2+1) Py
ordonnée : " + 2 o il s’agit du foyer |-+

gi 2

F de la parabole.

24/9

to
i
a
o =

XY |3 —

2 Terminé
. T+l
2 Define c=p( )

< ., . . V 2
Le paramétre associé aux directrices st =2 | !
C

t2 *p'(t2+2) r
Les équations des directrices dgsont dans le reperg .2 2

b,l,]) - p(t2 +2! L P Define d:% fermine

2t 9 2

d

£
L’une des directrices a pour équation : %
p‘tZ + 2' p p ©gilbertjulia2017
y=- > _+—2 =—-—. A2 z
2t o] t 2 dfp (;;2) 5
Il s’agit de la directrice de la parabole.
3¢
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Define d:L e
c

L’excentricité de cette hyperbole est : 12
C_ [ 2a.._. 1 !
v tan"f+1=_ 0l Ogilbertjulia2017

d_p'(f2+2) r

2 2

En conclusion générale, les courbes isogones de 241
parabole autres que l'orthoptique sont des hypesbq v

1
coslx)

dont un foyer et une directrice sont ceux de |lalpale. | |2,

(=l

S/30

Point de vue géomeétrique

On considere le parabolB)( son foyer et sa
directrice D).

Soit | un point extérieur a la parabole et nc
situé sur la directrice. SoielM et N les points

de contact des tangentes issuesl dwec la

parabole. On notd’, N’ et H les projetés

orthogonaux respectifs d¢, N etl sur D).

giberuba2017 7~ |

Compte tenu des propriétés usuelles d
paraboles :

(P) est le lieu des points équidistants Flet
de @) : MF =MM" et NF = NN'

o H:,' N‘ @
La tangente en un point quelcongBale la \/
parabole est médiatrice du segmerBT ou X
S’ est le projeté orthogonal d& sur la /\
directrice.

Les tangented{l) et (N) enM et enN a la parabole sont médiatrices des segmé&ffs ¢t [NF].
Les pointdM’ et N’ sont les symétriques depar rapport respectivementId et (N).

u]
Il en résulte d'une part quelM'=IN'=IF et d'autre part que l'anglé'IN' est double de I'angle

O
géomeétrique, que I'on notera désormaisdes deux droitesMl) et IN) : M'IN'=2¢

Ensemble I, des points| du plan par lesquels on peut mener deux tangentes la parabole

perpendiculaires :

O
Si (IM) et (N) sont perpendiculaires, alorsy?.:g et M'IN'=77. Les pointdv’, I, N’ sont alignés et puisque
M’ et N’ sont deux points distincts degjlaiirectrice D) de P), | appartient al).

Réciproguement, siappartient a), M’, I, N’ sont alignés dans cet ordr®’N’] est un diametre du cercle
de centrd passant paF, M’ et N'. Les droitesgEM’) et FN’) sont perpendiculaires et les médiatridds) (
de [FM’] et (IN) de [FN’] le sont aussi. appartient & ,,, ;

Ainsi : T, =(D).
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Ensembler, des pointsl du plan par lesquels on peut mener deux tangentedaparabole dont I'angle
géomeétrique est égal & lorsque 0< 0<g :

Sil est un point de,, | n'appartient pas &) et est distincgtj de son projeté orthogonidisur D).

La droite (H) étant hauteur issue dielu triangle isocel®’IN’ est en méme temps bissectrice intérieure de
'angle M'DIN' : Hl?vl'z H|DN'=8

Le triangleHIM’ étant rectangle e : % gju,ifCOSHﬁV' '=codl.

IF__1 . Le point F appartient a la conique de foyé&;, de directrice D) et

PuisquelF =IM' : —
IH co<@

d’'excentricitée=

cosd

, . . . . . IM' IF 1
Réciproguement, sil appartient a cette conique:—=—=
IH IH 9 cosd

I en résulte que:
O
cosHIM‘=i: cosd.
|M‘ i

O
Un angle géométrique étant caractérisé par somu®sHIM'=6. L’angle géométrique des deux droites
(IM) et (N) est égal &. | est un point de .

L’ensembler, est la conique de foyef, de directrice @) et d’excentricitéezig. Il s'agit d’'une
COs

hyperbole puisque I'excentricité est strictememqésieure a 1.

Les résultats de la premiére partie sont retrouvés.

Deux curseurs représentent les parametrest
t =tand que I'on pourra faire varier a la demande.

En bleu, la paraboleé?j. En magenta son foyer ets| ..
directrice. En rouge, 'ensemble, . ‘

2 \
e\ -

N\ 14

| est un point de cet ensemble. En vert, les tangel (-2.32,0.792) N\_y
issuesg”_ del. 951

Les coordonnées des points de conbatt N des
tangentes avec la parabole sont en bas de I'écra
gauche.

(-3.96,4.62) f2(x)=n' (x-a)+b

O
Lorsquel est sur une branche dig, I'angle MIN | (-0.c5,0.126)

O
est aigu (MIN=6). Sur lautre, il est obtus

(MIN = 77-8).
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III. Complément : propriétés des points de la directrice

On suppose dans cette partie gjest un point de la directrice de la parabole. Cie agon abscisse, de

sorte que ses coordonnées soh(a; —Ep) :

D’aprés la parti¢ , on peut mener dedeux tangentes a la parabole, de coefficients teines respectifs

‘ _a-yat+p’ ot k _a+ya’+p?
== NT 7P -2Tva TR
p p

) et ces deux droites sont perpendiculaires.

1.0n noteD, etD, les deux tangentes issuesl @M, et M, leurs points de contact respectifs avec la
parabole.
L’abscissex; du point M; est solution de I'équation au second degré :

2 42 2 42 2
X _a-qa‘+p cr a8 ya+p N
p p

gz 0, laguelle a une solution double.

2p
_[.2 2
Ainsi : &:{%J/(%J:gj a—.a+ p2 )

]

2p

Le pointM; a pour coordonnéesM, | a—+/a’ + p* ;

o)

2p

De méme M, | a+4a*+p*;

— . — 2a/a + p°
2.De sorte que le vectew!;M, a pour coordonnéesM;M, [2\/8.2 +p?; TpJ

Le vecteurlF ayant pour coordonnées{—: a; p), on obtient queﬁ.MlM ,=0
Les droites|f) et (M;M,) sont perpendiculaires.

x—(a+\/a2+p2j \/a2+p2
3.Un point M (x; y) appartient (M,M,) si et seulement si (a+ 2+ _pzjz - =0
|

y_
2p p
L AJa? + p? )
soit si et seulement snT(Zax —-2py+p )= 0
p
Une équation cartésienne de la drdl#,M,) est : y=3x+§ :
p

Cette droite passe par le poiﬁt(o ; gj :
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Réciproquement, si)) est une droite passant pé
F et autre que Ry), elle admet une équation

p

cartésienne de la 1‘ormegj:ulia y= kx+E.

s'identifie & une et une seule dro(td,M,), celle

Elle

gilbergjulia2017

obtenue lorsquea=kp. On en conclue qu'unefss

telle droite passant pdf coupe la parabole en
deux points ou les tangentes sont des droi

perpendiculaires.

-3.88

7.35
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