Epreuve sur dossier CAPES Mathématiques

ESD2017_3c04. Prise d’initiative

1. Le sujet

A. Exercice
Un récipient cylindrique de rayon 20cm contient’dau jusqu’a une hauteur

de 10cm. ‘;
« C’est magique ! En y mettant cette bille, 'eaudaouvre exactemeny
annonce le professeur de physique.

Cette situation est-elle possible ?

B. Les réponses de deux éleves de seconde

Eleve 1
Je pose R le rayon de la sphere, le volume de tdépe0007 et le volume avec la bille eBO0R 7 .

Donc je trouveg 77R® + 400077 =800R7r mais je ne sais pas comment faire apreés.

Eleve 2

Je pose x le rayon d’'une bille avec 0.

V(x)
00rr

J'ai tracé cette fonction et x sur ma calculatrioais les fonctions ne se coupent pas, donc ce pesst
possible.

Le volume d’eau dans le cylindre eg(x)= 400077+§71x3 ¢a donne une hauteur=

C. Le travail a exposer devant le jury

1. Analyser les productions de chaque éleve, en me#anévidence leurs réussites et leurs erreurs
éventuelles, ainsi que 'accompagnement que vouripa leur proposer pour les aider a progresser.

2. En vous appuyant sur les productions d’éléves,eptég une correction de I'exercice telle que vous
I'exposeriez devant une classe de seconde.

3. Proposez deux problemes sur le thépnse d'initiative Vous motiverez vos choix en indiquant les
compétences que vous cherchez a développer chélgles.
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2. Eléments de correction

A ma connaissance, le probléme de la bille queafé I'eau dans laquelle elle est plongée a consgneén
apparaitre au sein des manuels de lycée dans m&e@ri980. En raison d'une conclusion quelque peu
insolite, ce probléeme a tout de suite connu le dsi@uprés des professeurs des classes de premiére g
cherchaient des problemes originaux du troisiengeédgen application de la dérivation).

Le voici proposé au niveau seconde. A ce nivease iprésente sous forme de « probléme ouvert eutt p
faire I'objet d’'une activité dirigée en classe :
* L’énoncé, assez court, ne pose pas de problemeimdgeompréhension.
* Aucune méthode n’est suggérée, la question « gsbgsible ? » est volontairement peu précise pour
donner lieu a plusieurs interprétations.
* Il ne s’agit pas d’'appliquer des connaissancestige les éléves de seconde ne disposent d’aucun
outil permettant de résoudre la question de fagpente.

C’est pourquoi il entre dans le théme « prise tative ». Chacun est libre de ses choix, on ne p&s un
résultat a tout prix. De fait, il est quelque péffidle de proposer un « accompagnement pour aaler
progresser » car aucun il apprentissage spécifiqpst visé. Il s’agira simplement de tenter deefaboutir
les démarches.

1. Analyse de travaux d’éleves.

Eleve 1 Eléeve 2
. L ayon de la bille, notR. Rayon de la bille, noté
Parametre permettant de décrirg oy z . R
situation e précise pas a quel intervaRe| Ce parametre est reconnu comme
peut appartenir. étant strictement positif.
I 'y a recouvrement lorsque la
Iy a recouvrement lorsque € : .
, o X auteur d'un cylindre dont Ie
PR \{olume d’eau initial augmenté du . ,
Caractérisation du recouvremen ) . 1 Vvolume est égal au volume d’eau
volume de la bille est égal au ... .
exact \ . ~ | Initial augmenté du volume de Ja
volume d'un cylindre de méme, . ~
. bille est le méme que la hauteur
hauteur que la bille. :
de la bille.
Par l'intersection de deux courbgs
représentatives de deux fonctions,
. . ..~ [une du troisieme degré lautre
e Par une équation du tr0|S|em(? o . h
Modélisation . e inéaire (incorrecte, échec). La
degré (correcte, réussite). . ]
démarche est cependant
intéressante, c’'est une piste |de
résolution.
Démarche inaboutie par mangu€onfond le rayon de la bille et |e
Erreur principale de moyens permettant de résoudBameétre de la bille. Cette erreur
I’équation obtenue. est rédhibitoire.

Ces deux éléves sont capables d’analyser un prebl@enchoisir un cadre adapté pour le modélisemaer
de le résoudre. Il est normal qu’un bon éléve dersde (€leve 1) butte sur la résolution d’'une éqoadu
troisieme degré. L'éléve 2 va méme un peu plus lmimsqu’il s'’engage dans une résolution graphique.
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2. Une correction de I'exercice.

Les deux d’éleves sont d’accord sur le choix dwampetre permettant de décrire la situation, le rajera

bille. On décide d’'une notatior,par exemple. L’éléve 1 n'impose aucune contraiféé&ve 2 impose une
contrainte de positivité. Est-ce la seule ? Noffait que la bille entre dans le cylinireOn convient d’un
intervalle sur lequel le probléme a un sens, livade ]O;Zd . On peut aussi choisis;zq car si le

diamétre de la bille est plus petit que 10, alarkille sera forcément immergée dans les 10 chud’ea
, ] L . 4
On suit leur démarche, en précisant exactemergrns de ce que I'on calcule. AII’]M(X)=4OOO7T+§HX3

représente le volume occupé dans le cylindre paulET la bille (et non le « volume d’eau » dedhé 2).

Il s’agit maintenant de caractériser le recouvraméfaut donc choisir une des deux variantes.

La variante de I'éléve 1, améne a I’équatirger/[rx3 + 400077 =800x /7.

3
Celle de I'éleve 2 amene a se demander si I'équatio ——+10 =2x admet ou non une solution dans

gilbertjulia2018 30c
l'intervalle ]0 ; 2({ :
On fait remarquer que les deux équations sont atgrites. Il s’agit la d’'un type d’équation que I'oe sait
pas résoudre algébriquement.

La deuxiéme équation est un peu moins ésotérigeel’gutre. On explicite ce que représentent sex deu
3
membres 2x représente le diamétre de la bille et X—+10 représente la hauteur d’un cylindre dont
gilbertjulia2018 30c
le volume est le méme que celui de I'eau ET ddlle. b

X3

e Si ~——+10<2x, la hauteur de ce cylindre est plus petite quidmetre : la bille émerge.

gilbertjulia2018 SOC

3

e Si X—+10> 2x, la hauteur de ce cylindre est plus grande qaéal®étre : la bille est sous

gilbertjulia2018 30c

I'eau.
X3

e Sj ——+10=2x, la bille est exactement recouverte.

gilbertjulia2018 SOC
Il reste a trouver un moyen pour déterminer sidesteme cas se présente ou non.

L'éléve 2 propose une idée : associer la résoludi®mrtette équation a la recherche de 'abscisse phint
d’intersection de deux courbes. (C'est I'occasi@encarriger au passage le vocabulaire calamiteugetle
éleve). En [l'occurrence la courbe représentative lde fonction h définie sur ]0 ; 2({ par :

3
- h(x)=x—+10 et la courbe représentative de la fonction lireedidéfinie sur]O , 2({ par :
30cC

gilbertjulia2018

x> d(x)=2x
(La variante de I'éléve 1, aménerait aux fonctibméfinie sur]0;2d par: x> f(x)=400071+§71x3

« volume d’eau augmenté de celui d'une bille domnay» etg définie sur]O ; 20[ par : X+ g(x)=80077x
« volume d’un cylindre de rayon 20 cm et de mémddia que la bille »).

! cela me rappelle une méchante blague russe a pddpo<ertain peuple sibérien que je ne nomme pasgspect pour eux,
peuple qui joue pour les russes le méme rble qulediges pour les francgais et les frangais pourdéges :

Pourquoi les ... ne font-ils jamais de confiture dstpque ?

Parce qu’ils ne trouvent pas de bocal assez grandlp contenir
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On représente graphiquement les deux fonctionsa¢et une fonction » n’est pas correct, on rectdie
vocabulaire) et si on met en évidence que les deprésentations graphiques ont un point d’inteisedte
ne sont pas « les fonctions qui se coupent »)s dléquation h(x) = d(x) a une solution, et le recouvrement

exact est possible.

Il revient au méme de considérer la fonction défére &x) = h(x) - d(x) et d’étudier le nombre de solutions
dans]O ; ZC{ de I’équatiore(x)zo soit a I'aide du calcul formel, soit graphiquement

Comme trace écrite on conserverait :
» Le processus de modélisation (paramétre choisinvialie d’étude, équation a laquelle on a abouti).
* Le(s) traitement(s) mathématique(s) (graphique ammél) de cette équation que I'on a choisi de
mener a bien : il ne s’'agit pas dissoudrel’équation mais de déterminéexistenced’une solution
au moins. On fait I'inventaire des fonctionnalitésla calculatrice ou du logiciel que I'on a utks.

3. Commentaires

3.1. Je me demande s'il n'est pas un peu dommage deretétette situation au niveau d'une classe de
seconde indifférenciée, niveau ol beaucoup d'é|émesarence de culture mathématique établie, ordur
pas les moyens de suivre les calculs que I'onraeha a faire et risquent de décrocher bien avaptidae la
plus intéressante de la résolution. De plus, aigean de classe, on n'a aucun moyen efficace pour
démontrer ce que « I'on voit sur le graphique mosia en appeler a l'intuitién

Au niveau d’'une classe de premiére S, on dispaderdils plus performants qui permettront de vides
objectifs plus ambitieux.

3.2.0n notera le fossé abyssal qui sépare ce genrerdieg-jury, de niveau soutenu et qui fait appel a

culture mathématique générale du candidat, degjgeelautres que je me suis permis de clouer at {aitda
leur niveau est consternant. Comme quoi, le niveaie dans des proportions considérables d’une@aur
d’oral & une autre.

4. Pour aller plus loin, le méme exercice revisité

Un récipient cylindrique de rayon 20cm contientl'éau jusqu'a une hauteur decm (h réel strictement
positif donné).

« C’est magique ! En y mettant cette bille, I'eaurkcouvre exactement, annonce le professeur de
physique. Cette situation est-elle possible ?

.....

On suit la méme démarche, jusqu’a la discussion :
3

e Si sberioiazozs ﬁ+ h<2x, la hauteur de ce cylindre est plus petite quidmetre : la bille émerge.
3
e Si R ﬁ+ h>2x, la hauteur de ce cylindre est plus grande quial@etre : la bille est sous
'eau.

Zle programme de seconde indiquell s¢agit d’apprendre aux éléves a distinguer laudoe représentative d’'une fonction des
dessins obtenus avec un traceur de courbe ... Aetnedit, il s’agit de faire comprendre que dessitespeuvent suffire pour
répondre de facon satisfaisante a un probléme @irmoais qu'ils ne suffisent pas a démontrer depétés de la fonctiom. Ici,
on est clairement dans le « probléme concret » pmistant on a besoin d’'une propriété de la fomctio
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X3

e Si  —+h=2x, labille est exactement recouverte.
gilbertjulia2018 30c

3

Pour discuter I'existence et le nombre de solutidasl’équation gmbemu"amﬁ+h:2x, on est amené a
X3
considérer la fonction définie sur]0;2({ par:  u(x)=2x-——
gilbertjulia 30c
Une étude de cette fonction montre gqugossedeun
40\/5 Bollf ¥
maximum pourx =+/200, maximum égal &4——.
3
0 ., . X
Lorsque O<hs€ I’équation ﬁ+h=2x a une (141.189)
seule solution dan0; 2 . I it~ st C
Lorsque4—3O <h< 40:;/5 , elle a 2 solutions. gilberguiia2018 (20.124)
. . fl(x): 2 x—i,0<x<20
Lorsque i h> 40:;/5, elle n'en a aucune. Aingj, 200
pour certaines valeurs dg il existe deux billeg -1/ 2

différentes qui sont exactement recouvertes.

Une simulation géométrique AR
Pour les éléves qui douteraient du résultat, on p B o182
proposer une simulation géomeétrique. Ci-contre

=

utilise deux curseurs, I'uh pour régler la hauteu
d'eau initiale dans le récipient et l'autpe pour
régler le rayon de la bille. Quelques constructip
plus tard, on arrive a cette figure dynamique.
Voici, empiriquement, un cas de recouvreme
exact.

pe— 237
300

gitbertjulia2018

Et un deuxiéme cas pour la méme valeun.de
Zip, zap, c’est assez amusant.

J'ignore si on peut faire quelque chose de semd
avec Geogebra, je ne suis pas familier de ce kgi

QD

A

TI-nSpire, que je pratique depuis longtemps,
convient. Un candidat au CAPES d
nécessairement utiliser un logiciel homolog
contrainte a laquelle je ne suis pas tenu.

=

e 320
300

cC O
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