Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2014_18 : Prise d’initiative

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

Kaprekar est un mathématicien indien contempotE80%-1986) bien connu pour son habileté en calcul.
Il aimait proposer le jeu suivant :

« Pense a un nombre de trois chiffres, tous diftéreEcris le nombre le plus grand que tu peux éoravec
ces trois chiffres, puis soustrais-lui le nombrelles petit que tu peux obtenir. Recommence aveoimebre
obtenu. Fais cette opération cing fois. En attefgiéaris sur un papier le résultat que tu vasivey. »

Qu’en pensez-vous ?

B. Les réponses de trois groupes d’éléves

pour N variant de 1 & 999 falre
pour k variantde 1 5 falre
a prend la valeur partie enti 1100
Groupe 1 b prend la valeur partie enii [N - ax1000/10
¢ prend la valeur N— 100 = a—10= b
Nous avons essayé tous les cas avec un d prend la valeur max (a.b. c)
algorithme. [ prend la valeur min {a. b, c)
Nous trouvons presque toujout85, mais des eprendlavaleuratbre—d—f
fois on obtiend N prend lavaleur d = 100+ e x 10+ f — f= 100—ex 10—4d
) fin
Af
fin

Groupe 2
Avec 471,[ 471 741-147=[ 594] 954-459=[ 495 ] 954-450=[ 495 | 954-459=[ 495
Avec 691,[ 691 | 961-169=[ 792 | o72-279=[693 | 963-369=[584 | 954-450=[ 495
Avec 879,[ 879 | 987-789=[ 198 ] se1-189=[ 792 ] 972-279=[ 693 | 963369 =] 594]

On a essayé avelyl, 691, 87%n a trouvé198, 792, 693, 594 et 495
On a remarqué que la différence finissait par féig2

Groupe 3
Si on appelle c le chiffre des centaines, d cedsidizaines et u celui des unités :
(100c +10d + u)-(100u +10d + ¢)=99(c-u).

Comme c et u sont des chiffres, on ne peut obyerid résultats.

C. Le travail a exposer devant le jury

1. Analysez les productions de chaque groupe en mettaévidence leurs réussites et leurs erreurs
éventuelles, ainsi que 'accompagnement que vousipa leur proposer pour les aider a progresser.

2. Présentez la correction de cet exercice telle gus V/exposeriez devant une classe de seconde.

3. Proposez deux exercices sur le thémise d'initiative Vous motiverez vos choix en indiquant les
compétences que vous cherchez a développer ché2les.
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2. Eléments de correction

L’arithmétique est un domaine privilégié ou s’exarttous les types de raisonnement mathématiqoe let
prise d'initiative est de mise. L'ancien thémdittérents types de raisonnementgjui a maintenant disparu
des radars, puisait largement dans cette rubrigeteexercice illustre parfaitement l'intérét deitlamétique
de ce point de vue.

On ne saurait favoriser davantage l'initiative aede fait cet énoncé.
Aucune question précise n’'est posée : « qu’'en pgewses ? » invite les éléeves a se poser eux-mémes u
« bonne question ».

On attend d’eux qu’ils comprennent que, si le tasyeut étre écrit a I'avance sur un papier, cops ce
résultat est le méme quel que soit le nombre chibigstera a justifier cette conjecture par usoanement.

1. Analyse des travaux d’éleves.

Groupe 1.
Ce groupe utilise un algorithme pour construire solitionexhaustivedu probleme. Il y a moins de 1000
(720 exactement) nombres sur lesquels cette exméris’exerce, il est tout a fait possible de désser un

par un a l'aide d’ug_ algorithme.

L'algorithme astucieusement construit proposé pagupe a pour objectif d'appliquer a chaque entie
entre 000 et 999 I'opération telle que décriteoaprekar. On peut supposer que ce groupe a eliguitede
lui-méme sur les entiers trouvés puisque 'algonine comporte aucune boucle.

La résolution aurait été en tout point recevableggue exhaustive, un test qui étudie tous lepoasibles a
valeur de démonstration) si ce groupe avait suindiser dans quel cas ils trouvaient zéro et quétitt
I'hypothése de I'énoncé qui éliminait cette évelitéa

Réussites :
» La construction pertinente et la mise ceuvre dgdiadhme.
* Les connaissances en numération nécessaires pmurdauction de I'algorithme
» L’idée de tester tous les cas possibles.
Erreur:
» L’algorithme ne distingue pas des autres les entéertrois chiffres dont deux au moins sont
identiques. Une hypothése de I'énoncé (trois aksfitifférents) n'est pas prise en compte.

Il faudrait faire expliciter a ce groupe quels stag cas dans lesquels « ils trouvent zéro ». ossible,
faire modifier I'algorithme de facon a éliminer aass. On verra plus loin qu’ils auraient d0 ausde ¢emps
en temps » trouver 594, cas qu'ils devraient él@anggalement.

Groupe 2

Ce groupe étudie trois exemples pour observer élgslarités. Curieusement, ce groupe effectue as plu
guatre itérations alors que le cas de 879 en niémeame cinquieme. Ce groupe en reste au stade de
I'observation.

Réussites
» Observer quelques régularités (en particulier davim lien avec 99)
Erreurs :
* L’expérimentation reste inaboutie puisqu’elle nepas jusqu’a la cinquieme itération. Toutes les
régularités ne sont pas observees.
* Aucune tentative de justification.

Il faudrait d’abord faire achever a ce groupe teutes itérations puis leur demander de trouver une
explication au réle de 99 dans cette histoire.
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Groupe 3.
Le seul des trois groupes a s’engager dans umraseent arithmétique pertinent, basé sur les pr@wide
la numération décimale.

Réussites
e Avoir su traduire la question implicitement posédangage mathématique
e Avoir utilisé & bon escient la numération décimptair expliquer le role de I'entier 99 dans ce
probléme.
» Distinguer clairement la notion de chiffre de celeenombre

Erreur
» Ladémarche reste inaboutie puisque ce groupeeao@traisonnement aprés la premiére opération.

Il faudrait encourager les éléves a expliciter8agsultats (il ne semble pas qu'ils I'aient faidgs lors qu'il
n'y a plus que 8 entiers a considérer, cela chéndenne.

Une correction de |'exercice.

On reprend les exemples du groupe 2, quitte ménen ajouter d'autres. On note les régularités,
notamment :

Le chiffre des dizaines est toujours égal a 9,dmlore obtenu aprés une opération est un multip@9den
obtient t6t ou tard 495.

Il reste a expliquer ces particularités.

La production du groupe 3 donne l'idée d’exploies propriétés de I'écriture canonique d’'un enémr
numeération décimale.

On noteN,; = cdu un nombre de trois chiffres tel que>d >u et on noteN, = udc le nombre obtenu en
inversant l'ordre des chiffres.
AlOTS * perguiazors Ni =N, =(100c +10d + u)-(100u +10d + c)=99(c-u).

La différence est un multiple de 99. Puisgqued >u, 2<c-u<9. La différencec —u peut étre égale a 2,
3,4,5,6,7,80u09.

Le résultat obtenu aprés la premiére opératiofilestdes entiers suivants : {198, 297, 396, 4954,5803,
792, 891}. (On confronte avec les régularités olises)

Si on itere la méme opération, l'itération a liew Bun des entierd; suivants : {981, 972, 963, 954}, il n'y
a plus que quatre entiers a prendre en compte.

La différencec —u peut étre égale a 5, 6, 7 ou 8.

Le résultat obtenu aprés la deuxiéme opératiotuesties entiers suivants : {495, 594, 693, 792}

Si on itere la méme opération, l'itération a liem kun des trois entierll; suivants : {972, 963, 954}.
La différencec —u peut étre égale a 5, 6 ou 7.
Le résultat obtenu aprés la troisieme opératiotilgstles entiers suivants : {495, 594, 693}

Si on itere la méme opération, l'itération a liem kun des entierd\; suivants : {963, 954}.
La différencec —u peut étre égale a 5 ou 6.
Le résultat obtenu aprés la quatriéme opératiohusstles deux entiers suivants : {495, 594}

Lors de la cinquiéme opération, le résultat esesgairement 495.
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L’algorithme du groupe 1, éventuellement amélipeyt servir de validation.

Fap(471) 504 [ kap 2
| |Defins kap{_n)= =

Rap(879) 198 | [IFunc

Locala,becdef

Faplkap(879)) 752 -
floor)—| —a
| 100

ﬂw{w]qb

La fonction kap applique I'opération -100'a-10-5 ¢

z . 1 4 4N H 2 ©gilbertjulia2018

décrite dans I'énoncé a tout entier a I g

chiffres. min({ a5, })of

atbte—(ai) —e

Return 100" d+10° e+7=(100: £+10- e+d)
EndFunc

En appliquant la fonctiorkap a tous les
entiers de 0 a 999, on vérifie que, lorsq
les trois chiffres sont tous différents, I € num [Sop1  Cop2 Pop3 Eop4d |Fop5 &

[
I

résultat obtenu aprés 5 itérations e| = jsedkkC=seqkap(=seq(kap(=seq(kap(=seq(kap( =seq(kap( "
toujours 495. 28| 217 594 495 495 495 495 '
o8| 218 693 594 495 495 495

On distingue les cas ou I'on obtient zén|=0| 219 792 693 594 495 495
(trois mémes chiffres) et les cas ou I'g|'| 220 198 792 693 594 495
obtient 594 (la différence entre le chiffre Iz 221 23 891 792 693 594

plus grand et le chiffre le plus petit est égalk RLE ° g b g Olglbsridiatons
a 1, comme 221 ou 223, ou aussi 343 (2 %9 1) 792 693 54
- il faudrait une sixieme itération poul———— 9% = = o a5
545) ' ! p 226 225 297 693 594 495 495
Obtenlr 495 227 226 396 594 495 495 495
228 227 495 495 495 495 495

Il est étonnant que le groupe 1 n'ait pas Cij=s| 228 594 495 495 495 495
594. Il est possible que ce groupe ait ité - - - :
jusqu'a obtenir 495, sans compter |
nombre d’itérations.

| TI

3. Conclusion

L'arithmétique, comme dit en préambule, se prétlontiers a la mise en ceuvre de différents types de
raisonnement. Nous voyons ici exhaustivité ou bieplication et ensuite soit exhaustivité (exames 8
nombres obtenus aprés une premiére opérationfispitnction de cas (on pouvait envisager peut-éére
raisonner suivant la valeur de-u, je n'ai pas exploré cette piste).

L'exercice d'aujourd’hui se préte bien a une « dérhe d'investigation », telle qu’elle est décdms les
programmes.

Lorsqu’un tel exercice est proposé a une classeagmité dirigée par exemple), I'enseignant a ate r
important a jouer pour susciter et entretenir céétimarche. Il faut que les éléves « mordent » Haaivité
qui leur est proposée et ne jettent pas I'épongp tbt. Ce n'est pas toujours une tache facile pour
I'enseignant d’obtenir ce volontariat.

En cette occurrence, aprés une premiere recheatseasicune indication, si vraiment rien de conciett
proposé par les éléves, I'enseignant peut préwofaide une pause et un bilan intermédiaire : ®lfignt-on
aprés une premiére opération ? Pourquoi ? ». Lepgr@ donne une réponse satisfaisante a cetteiaquest
Une fois inventoriés les 8 résultats, il est pdssie relancer « Que va-t-on faire maintenant @ $adon a
favoriser une nouvelle initiative (maintenant, @examiner chacun des huit cas un par un).
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