Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2016_10 : Probléeémes avec prise d’initiative

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

Un pépiniériste propose a la vente des plants déemsua 5,25 € le plant et des plants de jacinth@s50 €
le plant. A la fin de la journée, sa recette esB8@ € et il sait qu'il a vendu au moins 40 plasshaque
sorte.

Déterminer le nombre de plants de chaque sorterguété vendus.

B. Les réponses proposées par trois éleves de tenalie S spécialité mathématiques

Eleve 1
Je note x le nombre de mufliers et y le nombre aEnthes. J'ai donc I'équation diophantienne
525x + 250y = 338.
525= 250x2+ 025
250= 025%x10+0
J'essaie de résoudre I'équation diophantienne rj@isarrive pas a appliquer I'égalité de Bezout.

J'écris I'algorithme d’Euclide :

Eleve 2
On a 525x + 250y =338 or 525x40+ 250% 40=310.

Donc 525x x+ 250x y =28. Je dois donc résoudr&lx + 10y =112.
Donc logiquement, x doit finir par 2. Le pépiniéeiss donc vendu 42 mufliers et 47 jacinthes.

Eleve 3

On peut trouver le résultat 42 et 47 grace a uroathme.
x est le nombre de mufliers

y est le nombre de jacinthes

X prend la valeur 40

y prend la valeur 40

Tant que 525x x + 250x y # 338faire

Changer les valeurs de x et de y

Fin

Afficher x ety

C. Le travail a exposer devant le jury
1. Analysez les productions des trois éléves en éttdés compétences manifestées et indiquez les aide
gue vous pourriez leur apporter.

2. Présentez, en vous appuyant sur les productiondvd'® une correction de cet exercice telle quesvou
I'exposeriez devant une classe de terminale sigunti spécialité mathématiques.

3. Proposez deux exercices, un au niveau lycée etiumivaau collége, sur le therpeoblemes avec prise
d’initiative. Vous prendrez soin de motiver vos choix,
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2. Eléments de correction

Proposé dans la rubriqueprobléemes avec prise d'initiative cet exercice est en fait un exercice
d’arithmétique conduisant a la résolution dansd&nble des entiers naturels d’'une équation derfaefo
ax + by=c.

La difficulté est ici que les coefficients résultaraturellement des données du probléme sont nerdes
entiers mais des nombres décimaux. L'éléve 1, yample, n'a pas su surmonter cette difficulté.

Il faudra donc « prendre l'initiative » de multigtiles deux membres de I'équation obtenue par umemé
nombre bien choisi, @ moins que d’autres initiatiastucieuses soient mises en ceuvre.

On peut regretter la condition « au moins 40 plaetEhaque espéce » qui restreint quelque petidtine
et rend unique le couple solution que I'on obti&ie non unicité (« au moins 30 plants ») auraitrpe de
mettre en évidence le fait que le travail de I'él@w n’était pas fini ».

Passons sur le fait que, si on parle peut-étre laetgpde mufliers (?), il s'agit de bulbes de j#uoas.
Personnellement, jaurais préféré des aubergindsepoivron£.

1. Analyse des travaux d’éleves.

Eléve 1.

Cet éléve suit la démarche classique de résoluatione équation diophantienneax+ by =c lorsque les
coefficientsa etb sont des entiers premiers entre eux.

Il cherche une solution particuliere de I'équatim écrivant I'algorithme d’Euclide appliqué auxnmiares
décimaux 5,25 et 2,5 et, probablement, en se pampasappliquer ensuite I'algorithme de Bézout.

525=250x2+025 =, . .
On peut penser que de il déduit: 025=525-25x 2. Le résultat le
gjulia2016 250: 025x 10+ 0

déconcerte car il s’attend a obtenir une relatietadormel= 525xu - 25xv.

Cet éléve n’a pas su surmonter I'obstacle crédapgarésence de coefficients décimaux.

Il connait I'égalité de Bézout (savoir) et semlsler une bonne voie de résolution d’'une équation
ax+by=c a coefficients entiers mais on n’a aucune preuweesg démarche aurait effectivement abouti.

Il ne montre aucune autre « compétence » dans rieide de la prise d'initiative que le fait d’avau
traduire la situation proposée par une équatiotingsrte.

On peut attirer son attention sur le fait qu’il Agpe des techniques d’arithmétique des nombreersra des
nombres décimaux et lui conseiller de rendre entieus les coefficients de I'équation. Pas d’aatmeseil,
pour voir si oui ou non cet éleve sait résoudrayiss son aboutissement une équatiar+by=c a

coefficients entiers.

Eleve 2.
Cet éleve écrit la méme équation que I'éléve 1 naaistrairement au précédent, pr%rdiaux initiatives.

» |l effectue un changement d’inconnues.
e |l utilise un argument arithmétique pertinent (demération en base dix) pour construire une
solution particuliére correcte.
On peut lui conseiller deux choses :
* Noter différemmenty etv par exemple) les inconnues de son équab@bx x + 250xy = . |28
mémes notations ne peuvent pas désigner deux diffét®nts dans un méme raisonnement.
« On est d'accord sur le fait qud2 ; 47) est une solution, mais comment étre sir que ldagule ?

Chouquerouste.
Aujourd’hui, Chouquerouste nous propose une tematiarnaque. Son algorithme ne fonctionne pasééé a
manifestement écrét posteriorialors qu'il connaissait déja 42 et 47.
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Il sait définir les entrées et initialiser son aifume mais il oublie qu'une boucle « While ... EndNgh»
nécessite d’'une part un test et d'autre part unera@ermettant de rapprocher I'état courant duil seu
critique.

« Changer les valeurs » n’est pas éjjaetion pertinente.

Aucune « compétence », sinon I'enfumage de sorigTes®.

2. Une correction de I'exercice.
On s’appuie sur les productions des éléves 1 at@mparant les équations qu'ils sont amenés adéso

» L’éléve 1 doit résoudre « I'équation diophantiemn®&25x + 250y = 338ou x ety sont les nombres

respectifs de mufliers et de jacinthes.

» L’éléve 2 se propose de résouds@bx + 250y = 28
On explicite ce qu'est une « équation diophantienn€’est une équation dont les inconnues sont des
nombres entiers relatifs.
On fait la distinction entre les notations utilisear I'éléve 1 et celles utilisées par I'éléveSRon pose :
x=40+u ; y=40+v, les entiera et v représentent les nombres de mufliers et de jagnieadus en
supplément de la vente minimale annoncée.
Ou bien on résoub25x + 250y = 3381 x ety sont les nombres respectifs de mufliers et de tlaegou
bien on résout525u + 250v=280 u et v représentent les nombres de mufliers et de jagnikadus en
supplément de la vente minimale de 40 plants dguzhaorte.

L'éléve 2 multiplie par 4 les deux membres de squafion. Pourquoi ? Les coefficients de I'équation
résoudre sont aprés cette opération tous des nerabtiers :

L’équation de I'éléve 1 devient21x+10y = 13BP2celle de I'éléve 2 devient2lu+10v= 118n gagne

au change.

On note au passage que les coefficients 21 et b0 mp@miers entre eux. Les deux équations ont
nécessairement des solutions au moins dassinon dand\NxN.

Puisque I'éléve 2 a «logiquement » obtema 2 ; v= , sdivons son idée. Il a trouvé effectivement un
couple solution. Le probleme est-il résolu ? Ndrg trouvé unesolution particuliéremais nonl’'ensemble
des solutionsll y a peut-étre d’'autres solutions.

21u+10v=112 « 21(u-2)+10(v-7)=0.

On conclut que(u ; v) est un couple solution de I'équati@iu+10v=  18idAnsZxZ si et seulement si il
_ _ _ u=2+10k _ _
existe un entier relatik tel que : - — L'entier k=0 est bien le seul pour lequel le couple
ulia201 V: —_

solution correspondant est formé de deux enticxgela.
Le pépiniériste a vendu 42 mufliers et 47 jacinthes

3. Pour aller plus loin.

1. On peut se proposer de revenir sur 'équation@éwve 1 : « Comment obtenir une solution particalide
I'équation (E) :21x+10y = 1352 ? » ce que I'on aurait d faire sans la conditignius de 40 plants

gjulia2016

de chaque sorte ».
Un couple qui vérifie de fagon évidente I'égaligéBlezout est le coupl@ ; - 2). Le couple(1352; — 2704

est solution particuliere de (E). L'ensemble ddatemns danZxZ de (E) est de ce fait 'ensemble des

x=1352-10k
couples kOZ . Il sS’agit de couples d’entiers naturels lorsq@2®< k< 35.1
gjulia2016 y = _2704+ 2]k

On obtient ainsi les coupld82 ;5) ; (52 ; 26) ; (42 ;47) ;(32;68) ;(22 89) ; (12 ;110 {2;133).

G. Julia, 2016 / 2017 E'



Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

chrouste|40,40) &l * chrouste 1013]
[ 1 QDefine chrouste(a,b)=
Prgm
Local x,v
) L chrouste(0,0) a—=x
2. On note que la solution particuliére obtenue n'g {2131} by ,
pas trés pratique. Aurait-on pu en obtenir uneeaul {12110} P x,a,ﬂoOr(%)
meilleure, en corrigeant l'algorithme  dg¢ {22’89} by ‘
Chouquerouste ? ' ©gilbertjulia2016
{3268} M 5.25-x+2.5-<338
{4247} Rb+1-y
. , N . {52 26} EndWhile
Le programme ci-contre s'adapte a divers , If 5,251 2.5+y=338 Then
initialisations dont, bien entendu, celle de I'éoén {s25}  Roisp (oo}
Termine EndIf
EndFor
chr‘ousre(SO,SO) EndPrgm
{3268}
{4247}
g
313

4. Commentaires

Il est intéressant de constater que I'éleve 1 k éer algorithme d’Euclide » portant sur des norgbre
décimaux. On peut se poser la question : est-cgnhég?

L’ensemble des nombres décimaux est en effet mwmedstructure d’anneau euclidien. Il y existe une
division euclidienne. Les relations écrites paléh@ 1 sont bien un algorithme d’Euclide dans leanble
des décimaux. C’est un anneau principal, la naliefPGCD y est définie. En I'occurrence, 0,25 esh ¢
PGCD dans I'anneau des décimaux de 5,25 et de 2,5.
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