Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2016_03 : Géométrie dans lI'espace

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

L’espace est rapporté a un rep{@e i, IZ).
Dans ce repére, on définit les quatre poiA(4;2;3), B(2;-1;0),C(0;-3;1) et D(-1;0;2). Les droites
(AB) et (CD) sont-elles sécantes ?

B. Les réponses proposées par trois éleves de tenalie S

Eleve 1

Je détermine les coordonnées du vectKB, vecteur directeur de la droite (AB) et les coordées du
1 -1

vecteurCD , vecteur directeur de la droite (CD)AB| -3| ; CD| 3
-3 1

Les coordonnées d&B et CD ne sont pas proportionnelles donc ces vecteersamt pas colinéaires. On
en déduit que les droites (AB) et (CD) ne sontpzaalléles. Alors les droites (AB) et (CD) sontages.

Eleve 2
Jai utilisé un logiciel de géométrie dans I'espad&i entré les coordonnées des points A, B, @ui3 j'ai
tracé le plan ABC. Son équation é€st—5y +8z=23. Donc je peux dire que le D n’appartient pas #anp

ABC.

Eléve 3
J'écris une équation paramétrique de chacune des deoites :

X=1+t x=-t
(AB){y=2-3 ,tOR (cD)Jy=-3+3" ,t'OR.
z=3-3 z=1+t

M (x; y;z) est un point d'intersection des deux droites ssailement si ses coordonnées vérifient les
1-t=-t
deux équations. On obtient le systemg:— 3t =-3+ 3t .
3-3t=1+t'
Dans la premiére équation ontd&=-1-t et en remplacant dans la troisiéme on obti8rt3t=1-1- ct

. 3 , 5 . . R
qui donnet =— et donc ensuité'=-—. On peut maintenant calculer les coordonnées daMexemple a

5

partir de (AB) et on trouvéM (g o > ; —g} Les droites (AB) et (CD) sont donc sécantes en M
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C. Le travail a exposer devant le jury

1. Analysez les productions des trois éléves en ntettagvidence les compétences mobilisées et lesrsrr
éventuelles.

2. Présentez une correction de cet exercice tellevque I'exposeriez devant une classe de terminans,
vous appuyant sur les productions des éleves.

3. En motivant vos choix, proposez deux ou trois égescsur le thémgéomeétrie dans I'espace

2. Eléments de correction

Cet exercice est un exercice dentrainement expibit'outil de la géométrie analytique de l'espace
(intersections de droites et de plans de I'espdicédnne I'occasion a I'enseignant de montrer, yracontre
exemple, que des droites de I'espace peuvent &réoés non paralléles et non sécantes.

1. Analyse des travaux d’éléves.

Eléve 1.
Réponse incorrecte.
Cet éléve détermine un vecteur directeur de cht-iepu'tegj2016 et conclue correctement a la non colinéarité

de ces deux vecteurs.

Il emploie ensuite un théoréme-éléve, consistaatiliser un théoréme vrai dans un certain domaime e
dehors de son domaine d'application. Il transfenesde domaine de la géométrie dans I'espace anéimée

de géométrie plane. Selon lui, dans I'espace comams le plan, « deux droites non paralleles sost de
droitesgj sécantes ».

Cet éléve sait déterminer les coordonnées d'uneuedale I'espace (savoir faire) et caractériser ypa
propriété de proportionnalité des coordonnées lméarité ou la non colinéarité de deux vecteurs de
I'espace (savoir).

Chouquerouste.
Le membre de la fratrie Chouquerouste qui est enit@le S. Ce n’est pas mal ce qu'’il a fait aujcioud
Solution correcte et trés intéressante mais cepeimuzboutie.

Cet éléve est représentatif d’une utilisation ©a bscient » d'un outil logiciel et fait preuve étire d'une
véritable compétence. Il délegue en effet le sosor logiciel de géométrie de déterminer une éguati
cartésienne (automatisée) du pl&BC) et vérifie implicitement si les coordonnées dinp® vérifient ou
non cette équation.
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L'éguation obtenue est bien correcte. ©Ogilbertjulia2016
-1 1 -1 (9 x-51+82-23)
En méme temps, on teste ci-contre si les coordendéB |t -3 5”
verifient ou non I'équation du plaBQ). -3 -3 -2
Definej(xyjz)=9'x—5 +802-23 Termine
On peut qualifier dinaboutie la production dj4-;q52) 16

Chouquerouste car il n'a pas établi explicitemdat
connexion entre «le poinD n'appartient pas au plan
ABC», ce qu’il na d’ailleurs pas justifié noir sutabnc, et
« les droitesAB) et (CD) ne sont pas sécantes ». Il semh
gue cette connexion soit évidente pour lui (il fieiidlui
faire préciser).

4/99

Chouquerouste a su s’engager dans une démarclimeptztet utiliser & bon escient un outil logiciéla
donc su modéliser, représenter et raisonner. Eanoie, son_ . argumentation mathématique est incomplete,

il n’a pas su communiquer.

Il faudrait attirer I'attention de cet éléve surrdacessité de répondre clairement & la questioéepdsa
conclusion devrait étre : « les droitdsB]j et (CD) sont sécantes » ou bien « les droieB) (et (CD) ne sont
pas sécantes ». Le fait g n’appartient pas au plarABC) n'est pas une conclusion, il doit établir
formellement la connexion.

Eleve 3.

Réponse incorrecte.

Cet éléeve est cependant représentatif d’'une démeattendue. Il détermine correctement des équations
paramétriques des deux droites et cherche de fpetinente s'il existe un point dont les coordormée
vérifient a la fois les deux systémes d'équatioasumétriques. Il est ainsi amené a résoudre ugragstie
trois équations a deux inconnues. Il utilise dees @quations pour déterminer des valeurs éét’
susceptibles d’'étre solutions. Son erreur consistee pas Vérifier que ces valeurs sont compatibles

avec la troisieme équation.

Cet éleve a swraduire en langage mathématique une situatioeréall'aide d'équations), choisir un cadre
(algébrique) pour représenter un objet géométrigineites de I'espace). Il sait effectuer des infiées pour
obtenir de nouveaux résultats (caractériser urt piiimersection) et élaborer un raisonnement stingc

Il n’a pas su contrdler ses calculs.

Il a su modéliser, représenter, raisonner maiscaduler.

Il faudrait proposer a cet éléve de vérifier quar@me « pour plus de slreté » si on trouve le méird gl

« a partir de la droiteQD) ». Il utiliserait cette foist'=—g et obtiendraitM (g ; —2—1; —Ej

2 _—
gilbertjulia2016
« Mystérieusement, on n'obtient pas la méme ordenm&avec la droite AB). Tu peux expliquer ce
mystére ? »

2. Une correction pourrait s’appuyer sur les produngides éleves 2 et 3, mais davantage sur celléléed
3. En confrontant leurs conclusions, on observexdeaclusions opposées. Qui a raison ?

* On revient sur la notion de représentation paragu&t d’'une droite de I'espace en reprenant les
deux représentations trouvées par I'éleve 3. Qrrdanarquer en filigrane de ces représentations le

role des coordonnées des vectelB . et CD (que I'éleve 1 a obtenues) comme coefficients de

t et det'. Insister aussi sur la nécessité de nommer différent les parametres des deux
représentations (cégmque I'éleve 3 a bien compris) ett’ par exemple ou bieretu.
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» Pour obtenir les coordonnées d’'un éventuel pointef'section, on doit résoudre alors un systeme de
TROIS équations a DEUX inconnues seulement. Onrméie des éventuelles solutions en
exploitant deux des équations, mais il est impaortenvérifier leurcompatibilité avec la troisiéme
éqguation restée en réserve. En I'occurrence, oaredsci une non compatibilité. Les deux droites
n’ont aucun point commun, elles sont d%gg non sécantes.

* Quel rapport avec le fait que n'appartient pas au plaBC ? On fait remarquer que, si deux
droites AB) et (CD) sont sécantes, alors les quatre poft®8, C, Dsont coplanaires. Les quatre
points sont en effet dans le plan passant parifg gontersection et contenant par exemplet C.
En contraposant la proposition,Aj B, C, Dne sont pas coplanaires, alors les deux droi8§ ét
(CD) ne sont pas sécantes. C’est cette contraposjtibfaisait défaut a la production de I'éleve 2.

En synthese, on fait remarquer que, dans I'esphpeut y avoir des droites qui ne sont ni parakehi
sécantes, ce sont des droites non coplanaires.débemminer si deux droiteé\B) et (CD) ont ou non un
point d’intersectior;J2016 on peut:

» Déterminer des représentations paramétriques desdileites et vérifier s'il existe un point donsle
coordonnées veérifient les deux systemes d’équaparsmétriques. Pour cela, on résout un systéme
de trois équations a deux inconnues dont il fatifigéla compatibilité.

» Chercher une équation du plaBC) ce qui est facile si I'on dispose d’un logiciel géométrie dans
'espace et vérifier sD appartient a ce plan. Cette démarche est partieoiiént favorable si les
droites sont non coplanaires. Elle présente I'inéniient de ne pas déterminer le point d'intersactio
si les droites sont sécantes.

3.Voir REDCM 68 & 74 (mais les programmes en géomeéint changé depuis)

3. Commentaires

1. Ce type d’exercice présente certes I'inconvénienk thalancer » les coordonnées des quatre phjriss
C, D tout a fait artificiellement. Il n’en est pas moingcessaire dans l'apprentissage de la géométrie
analytique dans 'espace et de ses liens avestdutéon de systemes d’équations linéaires.

L’enseignant peut éventuellement choisir de préggg'gel’exercice en projetant une figure faite au

préalable par un logiciel de géométrie affichastdeatre points avec leurs coordonnées. On « \&if »a
perspective un point d’intersection des projetéegAdB) et de CD) sur I'écran. Ce point résulte-t-il d'un
effet de perspective ou bien est-ce le projeté athamn point d’'intersection ? Pour répondre a lagjios, on
suivra plutét la démarche de I'éléve 2 si I'on disp d’'un logiciel et plutdt celle de I'éleve 3I'sin n'en
dispose pas. A mon avis, il serait mieux de negpedisposer, mais cet avis n'engage que moi.

2. L’attitude de Chouquerouste (certainement fictif es} une sorte d'attitude « idéale » que 'on altaib
d’'un éléve friand de numérique. Il utilise son gl comme un outil, c’est lui qui reste maitrejeu. C’est
lui commande au logiciel de lui donner une équatianésienne du plahBC parce qu'il considére que cette
équation lui sera utile. Il n'est pas spectateuneefait pas de « constat », attitude récurrentes déautres
sujets de cette session 2016 (et des sessiongeardg). Le jury a seulement pris soin de retirepassage
clef du raisonnement attendu pour donner aux catslltbccasion de le rétablir.
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