Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2016_02 : Probabilités

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

Arnaud et Bernard jouent & un jeu de dés. Le jeisiste pour chacun d’eux a choisir un nombre canpri
entre 3 et 18, puis chaque joueur lance trois dbgjaes équilibrés et calcule la somme des nonpwess
par les trois faces supérieures. Arnaud choigiiol@mbre 9, Bernard le nombre 10. Qui a le plus dechs
de gagner ?

B. Les réponses proposées par des éleves de seconde

Eléeve 1

Pour avoir un total égal & 9 on peut avair+2+1 ou 5+3+1ou 5+2+20u 4+4+1ou 4+3+20u
3+3+3

Pour avoir un total égal a 10 on peut ava@r+3+1 ou 6+2+2 ou 5+4+1ou 5+3+20u 4+4+20u
4+3+20ud4+3+3. 1l y a donc autant de possibilités de faire 9 gigefaire 10, je pense que Arnaud et
Bernard ont autant de chances de gagner

cC | D @ E |F

Eleve 2 A B
J'ai utilisé un tableur pour faire 100 lancersavlec | 1 | dé1 | dé2 | dé3 | somme
fonction ALEA.ENTRE.BORNES(1;6). Sur c| 6 1 5 12
exemple, j'ai obtenu le 10 plus souvent que le| , ——¢ ;
mais en recommencant plusieurs fois 100 lance 2 5 6 14
j'ai obtenu parfois le 9 plus souvent que 10, 4 2 6 12 les9 | 13
parfois égalité. Je pense donc qu’Arnaud et Berng| @ | 6 4 11 les 10 | 19
ont autant de chances de gagner. 6 2 3 5 10
N prend la valeur 0
D prend la valeur 0
pour ! variant de 1 ¢ 100 faire
Eléve 3 Choisir un entier R au hasard

Avec ma calculatrice jai tapé I'algorithme ci-cogt: N doit R
Affecter a §la valeur 3R

contenir le nombre de 9, D le nombre de 10. Quaexegute le Pt

programme, il me donne toujours beaucoup plus dgqukdde 9. Je S|'“ ;,preggslavqlel]r o
pense que c’est Bernard qui a le plus de chancemdeer, mais je sinon

trouve étrange qu'il y ait un tel écart entre legdt les 9. | D prend lavaleur D+ 1

fin
fin
Afficher N,D

C. Le travail a exposer devant le jury
1. Analysez les productions de des éléves en mettaé@vidence les compétences acquises et les diéfeul
rencontrées par chacun d’'eux.

2. Présentez une correction de cet exercice tellerqus I'exposeriez devant une classe de secondeen
appuyant sur les productions des éléves.

3. Proposez deux exercices sur le thgarebabilitésa des niveaux de classe différents. Vous motiveosz
choix en indiquant les objectifs pédagogiques iE¥schacun des exercices.
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2. Eléments de correction

Le probléme étudié ici est connu sous le nom daradoxe du Duc de Toscane ». Le lecteur trouvera
facilement de multiples ressources sur son contasterique et sur son explication.

L’auteur du sujet laisse aux éléves le soin deufraceux-mémes la situation en langage mathémagque
proposant un énoncé ouvert. L’énoncé utilise ddait délibérément le mot « chances », sans sigtidfit
mathématique précise, a la place de « probabilité »

Cet exercice peut étre exploité pour soulignergampunité et I'efficacité d’'une analyse probabdist'une
situation dépendant du hasard et, peut-étre, gptzlinre apparaitre les limites d’une activité de dation.

1. Analyse des travaux d’éléves.

Eléve 1.

Réponse incorrecte.

Cet éléve est peut-étre un descendant authentigrud de Toscane. Sa production pourrait en effeir a
été inspirée par son hypothétique ancétre lui-méme

Selon lui, comme il y a autant de facons de décaeple nombre 9 que le nhombre 10 en somme de trois
entiers compris entre 1 et 6, les deux joueurscanitant de chances de gagner ».

Cet éléve a su comprendre la situation et s'’engdaes une démarche (dénombrer les décompositiofis de
et de 10 en sommes de trois entiers compris eraté)L

La difficulté rencontrée par cet éléve est son pacété a traduire cette situation concrete en lgaga
mathématique (langage des probabilités). Cet é&&sprime exclusivement en langage naturel (comme
I'atteste I'emploi deg termes « possibilités » et « chances »).

Il faudrait amener cet éleve a se rendre comptieds choses :
* Que certaines de ses « possibilités » se produEastsouvent que d’autres (par exemple, trois
nombres différents donnés sont obtenus plus soupxemh nombre répété et un autre nombre).
* Que son langage naturel est limité et ne peut @écorrectement la situation. En particulier I'enipl
d’'un tel langage n’est pas en mesure de pondések lgossibilités » de quoi que ce soit qui
ressemble a une probabilité.

Bougnegue.

Aujourd’hui Bougnégue propose une simulation sinetar de I'expérience. |l a réservé trois colonnes,
chacune simulant le résultat du lancer d’un dé. guegtrieme colonne fait la somme des trois nomluas.
cellule F4 dénombre les sommes égales a 9, laledihi les sommes égales a 10 (a l'aide de la fomcti

_ =SOMME SI).

Il a sans doute écrit les formules adéquates e ligpuis tiré vers le bas sur les quatre premzEgesnes.
Sa simulation est correcte mais inadaptée au bberehé (qui n'a pas été identifié par cet éleve).

Cet éleve sait « élaborer une simulation numérigtenant appui sur la modélisation et utilisant un
logiciel ».

Il faudrait faire préciser a cet éléve qu’est-ceé lgii laisse penser que les deux joueurs ont «duda
chances » et reformuler avec lui les conclusionssale étude, a savoir que I'on ne peut pas écarter
I'hypothese d’'égalité des chances (ce qui n'estdoatout la méme chose qu’affirmer qu'il y a biegalkté

des chances ). Mais on ne peut pas écarter notitfpjpsthése d’inégalité...

Cet éléve se heurte a deux difficultés :
* Il ne fait aucune analyse mathématique préalabla dituation permettant d’assigner a la simulation
un objectif précis. C'est la difficulté majeure.
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* Il n’est donc pas en mesure de paramétrer sa diowlan fonction de ce gu’il cherche a tester. Sa
simulation n’est pas assez fine pour mettre eneénd la différence de fréquence entre une somme
égale a 9 et une somme égale a 10.

Chouquerouste.

Démarche et conclusion incorrectes.

Chouquerouste propose une simulation de I'expégi@itaide d’'un algorithme.

Son algorithme est certes cohérent et démontraigest connaissances de la notion de boucle (b&ocle.
EndFor) et de la notion de test alternatif (indinrclf ... Then ... Else ... EndIf).

On ne peut parler pour autant de « compétence matiere de mise en ceuvre d'algorithmes car son
algorithme ne décrit pas gIj_asituation proposeée :

» Chaque pas de la boucle simule le lancer d’'unlaaakr dont on multiplie le résultat par 3.
e L’algorithme compte en réalité le nombikede lancers ou le résultat est 3 et le nonibreu le
résultat est différent de 3.

Il obtient de ce fait que la fréquence de ce qcrdit étre une somme égale a 10 est environ aiig) f
supérieure a celle de ce qu'il croit étre une sordgade a 9. Méme s'il conclue que le 10 sort beapigius
souvent que le 9, on ne peut en aucun cas parlercdenpétence » en matiere de prise de décisias{il
amené a enfoncer une porte grande ouverte ...)

Chouquerouste fait preuve d’'une certaine velléigtitlde critique par rapport a ses résultatssquiil met
en doute lui-méme sa conclusion, mais on ne peldrgians ce cas non plus de « compétence » coute
ne 'améne pas a revoir I'écriture de son algorghm

Cet éléve se heurte a deux difficultés :
* Il ne fait aucune analyse mathématique préalabla dituation permettant d’assigner a la simulation
un objectif précis. C'est la difficulté majeure aekement comme pour I'éléve précédent.
» Ses connaissances en algorithmique sont insuffisante test « If ... Then ... Elself ... (Else) ...
EndIf » ou équivalent, d'ailleurs non exigible aiveau de la seconde, est nécessaire dans son
algorithme pour trier les somme égales a 9 etxélimles a 10 des autres sommes.

Il faudrait commencer par lui proposer de remplé&grar 10 dans I'écriture de son algorithme. |l rdé@v
s'attendre a obtenir & peu pres les mémes résuttais inversés, et se rendre compte que, bizantgrhe
obtient toujoursN =0 ; D =100 (ceci pour I'amener a corriger l'instruction dessades résultats par

gjulia2016
des lancers de trois dd#férentd. Lui demander ensuite si les sommes 9 et 10lssrgeules a pouvoir étre
obtenues (pour qu'il se rende compte que le teft..« Then ... Else ... EndIf » n’est pas suffisant pou
trier les deux sommes 9 et 10).

D’'une maniére ou d'une autre, et quelle que soirdmise en question proposée a propos de leurs
simulations, les éleves 2 et 3 devront tous deux @&menés tdt ou tard a modéliser mathématiquement
I'expérience (par un espace probabilisé).

2. Correction de I'exercice.
Le lecteur trouvera facilement différents scénadegorrection de cet exercice parmi lesquelsurzo
chaisir.

Les trois éléves apportent des éléments intéressantesquels il est possible de s’appuyer.
» L'éléeve 1 atrouvé les six décompositions possibe8 et 10 en sommes de trois nombres.
» L’éléve 2 a clairement différencié les trois dé&stté 1 », « dé 2 », « dé 3 ». (On peut éventuetieme
leur attribuer des couleurs).
e L’éléve 3 a eu l'idée d’'un algorithme qui, une fotmrigé, permet une simulation portant sur un
grand nombre d’'essais.
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Un scénario parmi d’autres.

Deux éleves pensent que les deux joueurs ont leses@& chances » de gagner, le troisieme n’a pas les
moyens de se prononcer. Ont-ils raison ?

On propose d'effectuer une simulation plus fine
de l'expérience, en exploitant un algorithme
semblable a celui de I'éleve 3 (corrigé bien
entendu ...). Le nombre de 2500 essais devrait
apparaitre « suffisant » pour se faire une id ey g

;. fmm,,g(gg,gg) =l 'toscane” enregistr, effectué
assez precise.

Diefines tuscane(e)=
Pram

Local ki,nd

0—n

0—=d

Fork le
randint(1,6)+randInt(1 6)-randInt(1,6) -7
Dgilbertjulia2016
If /=9 Then
n+l-sn

Elself /=10 Then
d+1—d

EndIf

EndFor

{314,326 ,0.1256,0 1304}
[0.1204 0.1504]

Terminé

On fait afficher par le programntescane(e)les
fréquences des sommes 9 et 10 ainsi qu
intervalle de confiance au seuil 95% de
probabilité d’obtenir une somme égale a 10.

Zoscane(ZSOO)

§286,320,0 11440132}
[0.112 0.152]

Terminé
!oscrme(ZSOO)

{287.,292,0.1148,0 1172}
[o.0072 01372]

L’écran ci-contre nous laisse une impressi
mitigée.

Disp n,d,z, i
e
d

B

4 1 4.1

e 75_ e Je
EndPrgm

{310.339.0. 1240 1356 }

[o1156 01536]

Terminé Disp

.fosccme(2500)

D’'une part on obtient dans tous les cas un g
moins souvent la somme 9 que la somme 10 m
d’autre part la fréquence de la somme 9 n'est
jamais en dehors de l'intervalle de confiance qui
s’affiche. Aucune idée précise comme on
I’espéraitgJ

Une étude mathématique apparait nécessaire, coranébduchée I'éleve 1 en décomposant de diverses
facons les nombres 9 et 10 en sommes de troigentie

Est-il exact que ces décompositions se produisemés aussi souvent les unes que les autres (aurttelin,
sont-ellesquiprobable®)

5+2+2 et3+3+3

gjulia2016 ’

(par exemple) en demandant (par exemple) commésg apparaissent dans les colonnes du tableur de
I'éleve 2. L'objectif est de mettre en évidenceilgy’'a six combinaisons pour obteBit 3+ , frois pour
5+2+2 et une seule po+3+ .3

gjulia2016

On propose aux €leves de s'intéresser de plusapredécompositions+3+1

Sans nécessairement introduire la totalité du wdedde probabiliste utile ici, il serait intéressale parler a
ce moment des 21éventualitédiées a I'expérience : les triplel(s<, 2 z) oux, y, zsont des entiers de

I'ensemble{ 123456} , toutegquiprobables

Il reste a faire I'inventaire des types de décoritjurs :

Trois nombres Un nombre Trois fois le .
o, L, . . Probabilité
différents répété deux fois| méme nombre
Somme 9 3 2 1 3x 6 +2X 3 + 1 = 25
21¢ 21€ 21€ 21¢€
Somme 10 3 3 0 , 3x 6 +3x 3 = 21 =1
gilbertjulia2016 216 216 216 8
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La probabilité que Bernard gagne est supérieugepidbabilité que Arnaud gagne. (On dénonce alagass
le terme « chances » du langage courant et onlhstisue la « probabilité » d’un événement).

En synthése on met en évidence le fait qu’une sitimrl peut donner un verdict contraire a la réaliténs
les circonstances ci-dessus, les simulations r@&aapas I'hypothese de méme probabilité mais etigrte
gueelle ne la démontre pasn_aucun cas.

On insiste sur l'opportunité de définir un cadmolmbiliste structurant I'expérience : déterminer u
ensemble d’'éventualités affectées d’'une probabilité

3. Pour aller plus loin

On peut faire remarquer que I'écart entre les deux
probabilités est minime (moins de 0,01).

L e |

Le Duc de Toscane a di observer un nombre |[rescanel10000] froscane envegitr efiecué
parties colossal pour se rendre corhptde 0.1122[0.1022 0.1222] [ "
I'existence de cet écart. 0.1255[0.1155 0.1355] || °7*

Terminé g;‘iu
Le programmetoscane(e) un peu modifié calcule|escanel20000 o s )
ci-contre la fréquence seressais de la somme 9 6 0.111925[0.106925 0.116925] |12 her
celle de la somme 10 et détermine aussi « 0121275 [0.116275 0.126275] s -ro e
intervalles de confiance au seuil 95 % d Terminé Qi
probabilités (supposées inconnues) de « obtenir | 4% L -
et « obtenir 10 ». e gt | | S ERCE
On observe que dans les trois cas ci-contre, Termine ||
fréequence de I'un n’est pas dans lintervalle (!

confiance de l'autre. Cependant, ce n'est que Bans
troisieme cas que l'on obtient deux intervalles de
confiance disjoints.

1l est dailleurs étrange que ce perspicace Dutakeane ne se soit pas rendu compte que 5+3+tdkmifréquent
que 4+4+2 ... Le paradoxe n’est peut-étre qu’'uneridge
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