Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2015 - 19 : Probabilités

Voici un sujet ou une des questions posées paryeajde quoi déconcerter les candidats ...

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

Le robot Tom doit atteindre une cible située fad@.€5a démarche est particuliere :
» Soit il se déplace d’'un pas en diagonale vers

la gauche.
* Soit il se déplace d'un pas en diagonale ve
la droite.
On suppose que ces deux types de déplacement : a"i -t
aléatoires et éequiprobables et que le robot T¢ Dépar -"Cib j

effectue exactement 20 pas. La figure ci-cont
illustre un déplacement de trois pas a gauche,yuis

a droite, un a gauche, cing a droite, cinq a gauche
trois a droite et enfin deux a gauche. Le robot Tom
n’a pas atteint ici la cible.

| 4l

1. Apres avoir mis en place une simulation de cettgche aléatoire, donner une approximation de la
probabilitép que le robot atteigne la cible.

2. Déterminer la valeur exacte painsi que sa valeur arrondie au millieme, puisframter le résultat avec
celui de la premiére question. D’@prées un sujet de baccalauréat

B. Les réponses de deux éléves a la question 1

Affecter a N la valeur 0

pour j allant de 1a 10000 faire

Affecter a D la valeur 0

pour k allant de 1a 20 faire

Eleve 1 A prend la valeur aléatoire 0 ou 1

- . iA=0al
En utilisant cet algorithme un grand nombre de, fo | "D prend lavaleur D + 1

jobtiens un affichage toujours compris entre Ogt7 fin
0,18. fin

Donc la probabilité est comprise entre 0,17 et 0,1¢ si D = 10 alors
| N prend la valeur N + 1

fin

fin
Afficher

10000
Eleve 2

J'ai simulé 100 marches aléatoires a 'aide duetahlj'obtiens une probabilité de rejoindre la eiggale a
0,21. J'ai appuyé environ une centaine de foidastwuche F9 et j’ai observé trés rarement desahitités
en dehors de [0,10 ; 0,25]. Donc la probabpittherchée est comprise entre 0,10 et 0,25.

C. Le travail a exposer devant le jury

1. Analysez les productions de ces deux €leves ¢tamhen évidence leurs réussites.

2. Présentez une correction de la question 2 telk wpus I'exposeriez devant une classe de premiére
scientifique

3. Proposez deux exercices sur le theme probabilNgais motiverez vos choix en indiquant les
compétences que vous cherchez a développer chélgles.
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2. Eléments de correction

L’exercice porte sur la notion d’intervalle de camice.
Le jury demande étrangement de « corriger la quegi» et, par-dessus le marché « devant une dliesse
premiére scientifique ». Ha bon ? Et comment an&n effet :

d’intervalle de fluctuation.

La notion d'intervalle de confiance n'apparait querminale. En premiere S, il est question

La correction de la question 2 dépend étroitemeniadconclusion qui a été tirée de la question 1.

Or, les informations que I'on peut déduire des domots « travaux d'éléves » sont clairement

insuffisantes pour bétir une correction.

Le caractére étudié dans I'exercice est le faifaite autant de pas vers la droite que de paslaegauche
lors d’'une marche aléatoire de 20 pas, les delectiims étant équiprobables. Spita probabilité de ce

caractere.

Dans la premiére question, la probabifité’est pas

connue. L'objectif est de donner uneregion dep a

I'aide d’'une simulation et de proposer un intervalans lagquelle on peut affirmer quee trouve, a un seulil
de probabilité déterminé (en principe 95 %). lgi#da d’'un intervalle de confiance.

Dans la deuxieme question, on calquldl s’agit de situep par rapport aux intervalles de confiance obtenus
dans la premiere question. Encore faut-il en dispas

1. On attend donc dans la question 1 la mise en plage intervalle de confiance. Aucune des deux
productions (dont on ne connait pas le niveau dssel cela devrait étre terminale) n'y parvienfad®n

justifiée.

Eleve 1

| Eleve 2

lIs ont compris le sens de « mettre en place umelation ». lIs ont tous deux compris qu’il s’agigsde
simuler une répétition d’expériences identiquesdtpendantes (que I'éleve 1 explicite).

Programme un algorithme avec un compteur et

Simule 100 expériences identiques et indépendantes,

une

.. : acune occupant certainement une ligne de| son
boucle conditionnelle. Ce programme lui permet @eb ) : : :
. . ; ; ableur. L'ensemble des 100 lignes lui fournit jun
construire un échantillon de taille 20000. . : .
échantillon de taille 100.
Proposent tous les deux un intervalle dans legdelrait se trouver
Justifié par le fait que, « un grand nombre de $0is
la fréquence observée est «toujours ddoitervalle proposé est élagué de valeurs
l'intervalle ». Cette affirmation est peu plausibbe | considérées comme « rares ».
peut soupgonner une arnaque.
Confond la notion de fréquence observée (ce qu'il

obtient en expérimentant) et celle de probabilité.

faudra rectifier ce vocabulaire incorrect.

En résumé, coté « réussites » :

trouver.
ne peut en dire autant de I'éleve 1).

d’acceptation.

L'éléve 1 fait preuve de connaissances en algoiithen(contrairement a I'éleve 2).
Les deux éléves ont tous deux la notion de fluginatt de « fourchette » dans laqueglldevrait se

lls sont en échec lorsqu’il s’agit de justifier ay@écision I'approximation de gu’ils proposent.
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La fourchette proposée par I'éleve 2 est en colséramec la taille de I'échantillon qu'il a étudan(

L’éleve 2 a une idée intuitive de valeurs abermnieontrairement a I'éleve 1) donc de seuil
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Lors de la correction de cette question, il faudedtre I'accent sur le coté subjectif du choix demes des
intervalles retenus par les deux éleves et suétessité de mesurer de facon impartiale la qudlitée

approximation (c'est-a-dire définir des normes lagule choix d’'une fourchette : établir des ceterde
« rareté » pour aboutir & la notion d’intervallecd@fiance a un seuil de confiance donné (95 %).

2. On met en place une variable aléatofrindiquant le nombre de pas a droite (par exempgles) d’'une

marche aléatoire de 20 pas. Cette variable aléasait |a loi binomialeB(ZO,%j. Eventuellement, on peut

associer X la variable aléatoir&y =20-2X qui indigque I'ordonnée du point atteint par Tombkeut de 20
pas, mais ce n’est pas indispensable.
L’évenement « Tom atteint la cible » est I'évenemexX =10 »

20
p=P(X =10) =(20J X(Ej - 46189 . La valeur arrondie au millieme de cette probgbést 0176 .
10 2 262144

La logique de I'exercice voudrait que cette valdamp, arrondie au milliémesoit située relativement aux
intervalles de confiance retenus a l'issue de faection de la question 1. On remarque que la vaelir6
appartient bien aux intervalles proposés par chaesndeux éléves (ce qui est normal et ne valideppar
autant les intervalles des deux éléves). Maismesvalles ont été choisis empiriquement. L'éléveelnous
dit rien de la série des affichages qu’il a obteMsus ne connaissons pas non plus quelles somtlesrs
considérées comme « rares » par I'éléve 2. Désilast bien compliqué de corriger cette quesfian

3. Pour aller plus loin

Une fagon de corriger I'exercice est de créer upgosition entre la situation étudiée dans la goesti et
celle étudiée dans la question 2. Il semble qusoiteeut-étre la correction attendue par le j@y (

Comme je I'ai souligné, la question 1 devrait abcaut’observation d’'une fréquendelu caractére étudié au
cours d'une simulation, puis a la détermination nd'intervalle [f -h,; f +h0,] centré enf auquel

appartient la probabilité (inconnug)avec une probabilité au moins égale au sedfioisi.

Dans la question 2, la valeur exactepdest maintenant connue. Il est dés lors possibldéderminer un
intervalle de fluctuatiord’'une fréquence observée autourmled un seuil de probabilité donné (95 % en
principe).

Cela revient a inverser la problématique : « Voysingotre simulation a donné un résultat plausiblebien
si quelque chose a faussé I'expérimentation ».

Comment déterminer un tel intervalle ?
On ne procedera pas de méme suivant que I'éclantiibnsidéré est de taille entier dont I'ordre de
grandeur est 100 (comme I'éléve 2) ou entier dondie de grandeur est 10000 (comme l'éléve 1).

Cas d’'un échantillon dont I'ordre de grandeur detddle n est 120000

VPl-=p) . 1oV PE=P)
Jno Jn

L'intervalle de fluctuation asymptotiqu%p—l% serait bien adapté (ici

c'est I’intervalle[0168 : 0184] ) mais ne sera vu qu’en terminale.

Par ailleurs, la taille de I'échantillon est trdpwée pour envisager une construction par la lubimiale.

Peut-étre convient-il de commencer par rappeleotéon d’intervalle de fluctuation tel qu’il a ét&fini en
classe de seconde: « 6idésigne la fréquence du caractére dans I'échamtilfo appartient a

EAP S
NCRRT

est[0166 ; 0187 .

I’intervalle[p— } avec une probabilité d’au moins 0, 95 ». Dansale mrésent, cet intervalle
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Mais on rappelle que cet intervalle n’est considénéme fiable que si si>25et 02< p<08. Or, ici la
condition de fiabilité portant sur la probabilit&st pas respectée puisqpe<  .QRest Iégitime de dire aux

éléves que est quand méme assez voisin de 0,2 et I'échantgibile grande taille, ce qui assure une bonne
fiabilité (ou bien d’évoquer les conditionsp >5; n(l— p)>5, conditions ici largement remplies). Et de
s’en tenir la.

On peut aussi proposer la construction d’un inténge fluctuation approché a I'aide d’'une simudati

Le programmefluc est affecté de trois argumentg e 2
) . . ) 2 . A fluc(10000,100)

L’entier n est la taille de I'échantillon. Le réplest

la probabilité du caractére étudié. L'entleest le

nombre de répétitions de I'expérien&ag¢mplace le |, )

Define fluc(np, k)=
[0.1684 0.185] | [JPrem

mewList(i) -/
Terminé Fori Lk
randBinfs,p) 1
[0.1684 0.185] -

« (en _utilisant ,c,eF algorithme)’ un grand’noml_)re uc10000,p.1000) eameruazos

de fOI_S » de I_eleve 1 et «Jai appuye ,e\nVIron u [0.1691 0.1835] EJ‘?;;A[;[HOW(O 025 #)+1] I[floor{0.975- K)+1]]
centaine de fois sur la touche F9 » de I'éleve 2. Torming |||

Ce programme construit une liste ordonnée |[ix] fe7]]  [0.1691 0.1835]

résultats et renvoie la premiére fréquence dq
l'indice est > 0025 et la premiére fréquence don

I'indice est=> 0975
On obtient par exemple I’intervall@,1691; 0,1835]

Cas d'un échantillon dont I'ordre de grandeur detdédle n est 100
On est en mesure de déterminer lintervalle Ao ———————

= flucbin 6/14

fluctuation au seuil de 95 % a l'aide de la Igr 0.176197 I
binomiale elle-méme. ucbin(100p) s

0.1 A=k
Si X est une variable aléatoire suivant la | 025 Hosiossoos
binomiale B(n, p) ot I'ordre de grandeur deest au " e k) o (1) e
plus celui des centaines : > hcdions o (151 i
On construit a I'aide de la loi binomiale un intaite | %o R

0.025037 Frloak

] aCr(m ) o (1p) Hixax
n ; n tel ue : 3 Ench"lnlep 2

[n n} q > bedtonsm 010

! ! : f k:(] ndPrgm

a est le plus petit entier venﬂap(x < a) > 0025 .

b est le plus petit entier vérifiap{X <b)> 0975

4. Commentaires

1. Pour des raisons différentes, les deux éleves sembtre des éléves fictifs dont les productionsébé,
comme le robot Tom, fabriquées de toutes piéces :

1.1. L'affirmation « En utilisant cet algorithme un gchimombre de fois, j'obtiens un affichage toujours
compris entre 0,17 et 0,18 » de I'éléve 1 est guessuspecte.

En effet soit F la variable aléatoire égale a la fréquence obser¥éesuit grosso modo la loi

100

G =1—00(F - p) suit grosso modo la IaN(03).

v P(l— P5
On obtient que: G<-163=F< 017 et daprées une table de loi normale centrée réduit
p(G<-163)=0,0516
De méme :G>1=F > 01&t d'aprés une table de loi normale centrée récu( >1) = 01587.

J qui est une bonne approximation de la loi binomiaiﬁB(lOOOOp) et
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Les fréquences de I'éleve 1 auraient di étre iefigéeis a 0,17 dans a peu pres 5 % des cas et dépdsse
dans a peu prés 15 % des cas. S'il est sinceteyd'é@ plutdt utilisé son algorithme « un petit moende
fois ».

1.2.Quant a I'éléve 2, il est étrange qu’il donne egawnt le méme intervalle que l'intervalle de flatton
au seuil 95 %. On ne sait pas pourquoi il a cHaikiet 0,25 comme bornes. En principe, ce n’estpyume
coincidence. La ficelle est un peu grosse.

2. Le sujet semble avoir été « inspiré » par un gujse dans I'académie Antilles / Guyane en septembre
2013. Mais « inspiré » est peut-étre mal choisit ke sujet original a été dénaturé et vidé dessms.
Car de deux choses l'une :

* Ou bien on est en mesure de calculer la probabilité événement et dans ce cas on le fait.

* Ou bien on n’a aucun moyen de la déterminer et damsis on cherche a I'approcher.

Ici, on tente d’approcher une probabilité que laabcule ensuite. L'unique intérét (qui d'ailleurest pas a
négliger) est de « tester les méthodes » et ciest @ue I'exercice peut étre présenté aux éleve®n va
voir sur un exemple comment on estime une protbébiliconnue a partir d’'un échantillon obtenu pae un
simulation, puis on va calculer cette probabilitdaesituer par rapport a notre estimation pour #bila
méthode fonctionne bien ».
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