Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2015 -18 : Problemes avec prise d’initiative

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

On considére la figure ci-contre formée de 3 carré
Le premier carré a pour coté 1.

Le cOté du deuxiéme carré est une réduction du ¢ 5

du premier carré et le coté du troisieme carréiest c
réduction du c6té du deuxiéme carré. Les de
coefficients de réduction sont égaux.
Les pointsA, B etC sont-ils alignés ?

B. Les réponses de deux é€léves de seconde

Eleve 1

Jai placé B' et C' et j'ai tracé la droite (AC).

Dans le triangle BC'C rectangle en C', les angles C'BC et
C'CB sont complémentaires. B
C'BB' = 90° donc B'BA est complémentaire a C'BC. B/
Ce qui fait que B'BA = C'CB. c!
Donc les coefficients directeurs sont égaux
et les points A, B et C sont alignés.

Eléve 2

On utilise les coordonnées des points A, B, C qui sont les longueurs des cotés des carrés.

-

2 e ]
OnaA(L;1), B [% §] Apres j'utilise les vecteurs AB et BC.

On regarde s'ils sont colinéaires : AB =kBC oitk estle coefficient mais je ne trouve pas.

C. Le travail a exposer devant le jury
1. Analysez les productions de ces deux éléves etamtetn évidence leurs réussites et leurs éveasuell
erreurs.

2. Présentez une correction de I'exercice telle ques\¥exposeriez devant une classe de seconde.

3. Proposez deux exercices sur le thgmeblemes avec prise d'initiativdont I'un au moins nécessite
I'utilisation d'un logiciel. Vous motiverez vos ctxoen expliquant les compétences que vous cherahez
développer chez les éleves.
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2. Eléments de correction

Cet exercice entrerait aisément dans le théme deEtle configurations ». Il s’agit d'un probleme
d’alignement qui peut étre résolu par plusieurshodés. L'énoncé est ouvert et aucune piste deutésol
n'est induite par I'’énoncé. C'est sans doute |samipour laquelle I'exercice est proposé en tamt qu
« Probléme avec prise d'initiative ».

1.Eléeve 1

Cet éléve complete de deux nouveaux points la diguoposée par I'énoncé et en extrait deux triangle
rectangles. Il semble vouloir utiliser I'outil daagles pour démontrer I'alignement.

Le tracé de la droiteAC) qu'il a réalisé I'induit en erreur : Cette drolte parait passer p& et il incorpore
cette idée dans ses hypothéses, commettant amgiatition de principe.

On peut soupconner que I'exercice a été donné s ane lecon sur la géométrie analytique, cansmst
éléve, « les coefficients directeurs sont égaubossajue rien ne vient justifier I'utilisation deceefficients
directeurs » a ce moment de la résolution. Il \@ars doute dire que dans un plan repéré, lorsque de
droites déterminent avec I'ax@x des angles (orientés ... !) égaux, elles ont le méoedficient directeur.
(On imagine qu'il serait en présence de deux dsgitessant paB et de méme coefficient directeur : elles
seraient donc confondues)

Cet éléve a changé d'outil de résolution mais spresni I'outil des angles, ni celui (hypothétiqus la
géométrie analytiqgue n’aboutisse & un résultatistarg.

Eléve 2
Cet éléve utilise clairement I'outil de la géométanalytique. Il décrit une démarche correctecutat les

coordonnées des points utiles dans un repére adaptsidérer les vecteur8B et AC et vérifier si ces
vecteurs sont colinéaires.
Il raisonne non pas en toute généralité (en déstgmar une lettre le coefficient de réduction) nais la

figure qu’il a sous les yeux, dans laquelle le fioet de réduction est voisin dig valeur numérique qu’il

attribue a ce coefficient.
Cet éleve semble étre en échec lorsqu’il s’agitaeuler les coordonnées d’'un vecteur (cellesAde et

AC ne figurent pas dans sa production) et, si ce p&s sur cet item, il est alors en échec lorsglait de
caractériser analytiguement une colinéarité de deuateurs.

Les « réussites » que I'on peut relever en matiérprise d'initiative dans ces productions :
» Le fait de « voir » deux triangles rectangles dmsets désignés p&' et C’' puis l'idée d'utiliser
I'outil des angles pour I'éleve 1.
» Le plan de résolution proposé par I'éléve 2, gar pourra reprendre dans la correction.

2.Une correction s’appuie sur la production des ddaxes, en commencant par celle de I'éléve 1.

]| lcm
Procéder a une analyse de la figure que l'on cade 4
figurant les angles droits utiles et dont on exkttabis '

triangles rectangle8A'C, AB'B etBC'C.

Tracer la droite AC), mais bien souligner qu’on ne sait pa
si le pointB appartient a la droiteAC) ou bien si ce n’est
gu’une apparence trompeuse.
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C’est précisément ce que I'on veut valider ou iiteal

Désigner par une lettré par exemple, en supposant désorntaisk <1) le coefficient de réduction, ainsi
on ne perd rien de la généralité de la démonsiratties trois carrés ont pour cotés respectifset k.
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Pour justifier I'alignement par une relation angrdaon peut proposer deux options :

O
* Montrer que I'angleABCest un angle plat.

] m]
* Montrer gue les angle&’ AC et A'AB sont égaux.

L’idée est de justifier que les trois trianglestaaglesAA'C, AB’'B et BC'C sont semblables et ont des angles

homologues égaux, en comparant les mesures dectgésde I'angle droit :

TriangleAB'B

TriangleBC'C

TriangleAA'C

AB'=1-k etB'B=k

BC'=k -k? et C'C =k?
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AA=1-k? et AC=k +k?

Il apparait que8C’'C est une réduction d&B’B , le coefficient de réduction étaktet aussi une réduction de

AA’'C, le coefficient de réduction étaiini—k.

... (@ finalise

Un outil nouveau en seconde est I'outil vectorted@n application en géométrie analytique. Il $'algi faire

la promotion de ce nouvel outil, en suivant la dérha de I'éleve 2 :

» Expliciter le repére que cet éléve a utilisé («amhe droit de choisir un repére qui facilite les
calculs »).
» |l est préférable de désigner gale coefficient de réduction (comme dans la méthodeédente)

plutdt que de prendre un exemple (le coeffic%enest lu sur la figure mais n’'est pas dans les
hypotheses).
« Calculer les coordonnées des points utiléél:; 1) ; B1+k ; k) ; C(1+ K+k?: kz).
» Faire rappeler comment on calcule les coordonnégsvecteur quand on connait les coordonnées
de son origine et celles de son extrémité. AinBfk ; k —1) et E(k +k? : k? —1).
e L’éléve 2 a donné une condition de colinéaritéefilste un réeh ...). Comment s’exprime-t-elle
X =k{L+k)=(L+ K)x
Yo = (k-1)(k+1)=(1+ k)yA—B

AC sont proportionnelles a celles d?é, le coefficient de proportionnalité étaht- k. Les deux
vecteurs sont colinéaires cAC = (1+ k)AB , ce qui démontre I'alignement des poiAiB, C

analytiquement ? Ici, on note que : . Les coordonnées de
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Une alternative consiste a déterminer une équatiotésienne d’une droite passant par deux des trois
pointsA, Bou C et a vérifier si les coordonnées du troisieme peérifie ou non I'équation de cette
droite.

Par exemple, la droiteAB) a pour équation

k .
=0 cest-a-dire(k -1)x-ky+1=0 et on
y-1 k-
vérifie si les coordonnées @evérifient ou non cette équation.
Un intérét de cette option est de permettre lardéhation du point d’intersectidnde cette droite avec

I'axe Ox: ce point a pour coordonné%l—k ; Oj .

On peut ainsi proposer un prolongement: si oreiter construction de nouveaux carrés apres le

troisieme, ces carrés ont tous un sommet aligné Aawt|. L'abscisse déest le nombrel—k, limite

de la somme des termés-k +k? +...+ k" lorsquen tend vers l'infini, ce qui a ici une interprétation
géométrique, tous les carrés s’inscrivent dansiangle rectangle d’hypoténusai].
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et la géométrie
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Si on compare les deux démarches, la résolutionlgpagéométrie vectoriellegj
analytique est plus performante.

La résolution par I'outil des angles utilise enegffles angles géométriques, et la démonstratippsa au

O O
moins implicitement sur la figure (par exemple 86t¢ des angles géométriqueAC et A'AB a elle seule
ne suffit pas, elle justifie quéB) et (AC) sont ou bien symétriques par rapporBA’j ou bien confondues ;
il faudrait ajouter qu® et C sont d’'un méme c6té daA’) pour lever toute ambiguité).

3. Commentaires

Il existait jadis une élégante méthode démontrg
lalignement utilisant les transformations, un
homothétie en I'occurrence.

Les deux segments colorés se correspondent par
homothétie de rapport positif et il s'agissait de
justifier queh transformeA enB etB enC.

Mais ca, c’était avant. Avant que les homothéties
soient envoyées dans les limbes par les Polickime
a bord de la méme charrette que toutes
transformations du plan.
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