Epreuve sur Dossier

CAPES Mathématiques

ESD 2015 -16 : Conjecture et démonstration

Voici peut-étre le sujet le plus difficile de lsss®n 2015. La détermination précise de I'enserdbkepoints
M tels que (EH) et (FG) sont paralleles est assdicate, malgré le fait que « en placant M a l'iriegir du

carré », la généralité soit un peu restreinte.

En revanche, les productions d'éleves sont toutesx dconsistantes et permettent des commentaires

argumentés.

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

ABCDest un carré. On place un polita I'intérieur . )
du carré. S s
La droite parallele 3AB) passant pa coupe AD] .

enEet [BC] enF.

La droite parallele aAD) passant pakl coupe AB] - §at
enG et [CD] enH.

L'objectif est de déterminer quelles sont le

positions du poinM pour lesquellesEH) et FG) s % 5
sont paralléles.

B. Les productions de deux groupes d’éleves de sade

Production 1
.EM HM EH
MF MG GF
EM x MG est l'aire du rectangle EMGA et MF x HM est l'aire du rectangle HCFM.
Donc, (EH) |/ (FG) si l'aire de EMGA est égale & l'aire de HCFM.
Si M € (DB) alors EMGA est le symétrique de HCF M par rapport a (DB).
Donc si M € (DB) alors (EH) JJ (FG).

Production 2
pour que les segments |[EH| et |GF] soient paralléles.

On veut montrer que les vecteurs EH et GF sont colinéaires.

et ensuite il faudra faire les produits en croix.

On suppose que E(0;y), G (x;0), H (x;1) et F (1;y).

BH Xy—XEg ]:( k> )ﬂaf XE —XG ):[ 1-x )
=y YE—YG | y

YH—JVE

Xy (1-y)1-x)

Xy l-x—y+xy
0 = 1-x-y

D'apres le théoréeme de Thales, (EH) Jf (FG) si — = —— = —— donc EM x MG = MF x HM.

Comme on l'a remarqué avec le logiciel de géométrie, le point M devra appartenir a la diagonale [DB)

Pour cela, il faudra mettre en place un repére orthonormé pour déterminer les coordonnées des vecteurs
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C. Le travail a exposer devant le jury

1. Analysez les productions des éleves en étudigatmuent la pertinence de la démarche et des outils
utilisés ainsi que les compétences construites

2. Présentez une correction de I'exercice telle quesWexposeriez devant une classe de secondeguen v
appuyant sur les productions des éléeves.

3. Proposez deux exercices sur le th@maecture et démonstratio’ous motiverez vos choix en indiquant
les compétences que vous cherchez a développeleshégves.

2. Eléments de correction

Répertorié dans le themeceanjecture et démonstration cet exercice aurait pu tout aussi bien étre
répertorié dans le themegeométrie plane. Il s’agit d’un probleme de lieu, celui d’'un poM assujetti a
une propriété de nature géométrique. Son classedargconjecture et démonstration est pleinement
justifié, une investigation a lI'aide d’un logicideé géométrie dynamique n’est pas de trop pourise diae
idée de « ce qu'il se passe ».

Les productions des deux groupes d’éléves illustlenx méthodes différentes permettant de traitetel
probleme.

En « placanM a l'intérieur du carré », la généralité est un pEstreinte. Un avantage est que les partisans
de I'outil des configurations n'ont qu’'un cas dguiie & envisager. Cela n’a pas d’incidence poux cgil
sont partisans de I'outil vectoriel. Mais cettetrietion atténue a peine la difficulté.

1. Groupe 1:

La méthode utilisée par ce groupe s'apparentengthode dite « d’analyse remontante », en ce Ignse]
groupe se pose la question : « Qu’est ce qui geatimpliquer le parallélisme des droit&H) et FG) ? ».

Il est implicite pour ces éleves que le fait deisinav a lintérieur du carré induit un méme ordre
d’'alignementE, M, F etH, M, G (configuration « en papillon »). Ceci étant adntiégalité de deux des
rapports mentionnés par ce groupe implique le |gdisxhe par le théoréeme réciproque du théoreme de
Thales.

La question suivante est : « Qu'est-ce qui peuh biepliquer I'égalité des rapports ? », questionspl
épineuse. Le groupe aboutit a une égalité d’aireggguant celle des rapports.

Nouvelle question : « Qu’est-ce qui peut bien impypdir I'égalité des aires ? ». Une symétrie axielesette
symétrie axiale opere M est sur la diagonal@[].

Ce groupe est ainsi a la recherche de condisaffssantegprovoquant le parallélisme dEH]) et FG).

Ce groupe indique d’ailleurs tres clairement cel st parvenu a justifier : 8l appartient a la « diagonale
(DB) », alors EH) et (FG) sont paralleles. Il démontre ainsi (si I'on pass# quelques points de la
démonstration & préciser) que cette diagonalmésisedans I'ensemble recherché.

On note dans cette production des capacités a :
» Effectuer des inférences pour obtenir de nouveésultats.
» Utiliser des notions de logique (implications essdiement) pour batir un raisonnement.

On note également plusieurs points de vue differ@our traiter ce probléme amenant a un usage de
différents outils (des propriétés de configurati@an$outil des transformations en passant par ifales
aires). L'opportunité d’'un changement d’'un outilupaun autre se discute car un seul outil, celui des
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configurations ou celui des transformations auxipoiuvait aboutir. Il semble qu’il s’agisse de ésultante

des réflexions de différents membres du groupe.

Mettre en commun des idées au sein d’'un groupeirestfacon de « construire » la capacité d’envisager
plusieurs outils pour un méme probléme, méme ax @e quelques maladresses, pourvu que chaque
membre du groupe se sente également concerné pabléme a traiter.

Lorsqu'une telle méthode d’analyse remontante grobléme de lieu est envisagée, il est indispeasddbl
procéder a une étude réciproque : «si)(et FG) sont paralléles est-ce que nécessairefeappartient &
(DB) ? ». La production de ce groupe doit donc étrapétée par une étude réciproque. Dans la correctio
on mettra en évidence la nécessité de ce complément

Groupe 2 :

Ce groupe illustre avec pertinence la mise en cadivree authentique « démarche d’investigation ».

Il a d’abord construit une figure avec un logi@élobservé ce gu'il se passait. L’appartenancedéalgonale
(DB) est a ce moment une conjecture.

Ce travail expérimental débouche ensuite pour capg sur un questionnement : que doit-on just{fikrst
clairement énoncé) et comment y arriver (les grafigaes de la démonstration sont indiquées) ?

L'idée de justifier le parallélisme par une coliritsa de vecteurs est pertinente, de méme que delle
s’engager vers un traitement analytique de cetieéaité.

Il reste a ce groupe a identifier 'ensemble déimalytiguement par I'équatiorl=x—-y=0. Ce groupe n'a

pas reconnu qu’il s’agissait de la diagonadlB). A cela prés, la résolution proposée est ccarett
recevable.

Pour ce groupe, on peut parler de «compétence sseemui concerne la maitrise d’'une démarche
d’investigation caractérisée car on y reléve sanisiguité la trilogie « je conjecture, j'identifie que je dois
prouver, je me donne les moyens de prouver ».

2. Les deux groupes sont d’accord pour sitdesur la diagonale du carré.
On peut choisir entre les deux options :

Correction suivant le groupe 1.
On suppose d’abord qué appartient au segmerBID] extrémités exclues (conformément a I'énoiést
déja a l'intérieur du carré).
On propose ensuite de trouver une démonstratienditacte du parallélisme visé :
* Comment justifier quMHDE et MFBG sont des carrés ?
» Sic’estle cas, que dire de leurs diagonales otises EH) et FG) ?

Réciproguementsi M est un point intérieur au carré tel qiEHj et (FG) sont paralleles, est-ce gl est
forcément surBD] ?

On remarque une configuration de Thalés «

papillon » avec deux droites issuesMieoupant les
. MH _ ME . L =

deux paralléles ——=—— et par conséquent e

MG MF 5 TF

MH _ MG _ MH +MG _HG _,

ME MF ME+MF EF

On en déduit MH = ME i MG=MF . gr'fbej'yfs;r'a,?mﬁ

M, déja intérieur au carrégst sur BD] car les

rectanglesViHDE et MFBG sont deux carrés qui on

en commun la diagonal8D) avec le carrdBCD. Al e B
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Correction suivant le groupe 2.
On reprend point par point la démarche de ce groapecorrigeant au passage quelques détails et en
identifiant 'ensemble déterminé par I'équatibn x -y =0 :

* On commence par expliciter le « repére orthonormglisé. Il s'agit du repér Eﬁﬂj)

* Les droites EH) et (FG) sont paralléles si et seulement si les vectetirs et GF sont deux
vecteurs non nuls colinéaires.
* Si on désigne pa(x; y) les coordonnées du poiMt, il est exact que les coordonnées des deux

—( X — (1-X
vecteurs en question soBH (1 j et GF ( j
-y y

« Ces deux vecteurs sont non nuls si et seulemeffk;si)#(0;1) et (x;y)#(1;0) donc si et

seulement dMl est distinct dé8 et deD (condition pour que les deux droites soient défii

» Ceci étant acquis, il reste a exploiter un critdeecolinéarité. Au niveau seconde, « deux vecteurs
non nuls sont colinéaires si et seulement si lezoerdonnées dans un méme repére sont
proportionnelles ». L'égalité des «produits en ixso est une facon d'exprimer cette
proportionnalité.

« M étant distinct deB et D, on établit I'équivalence de la propriété de projponalité des
coordonnées avec la relatidn- x - y= qul est une équation de la droig).

On conclue queHH) et FG) sont paralléles si et seulemenlkappartient agD) privée deB et deD.

Dans cette démarche, il n'est pas utile d’envisager étude réciproque des lors que I'équivalencéade
propriété de proportionnalité des coordonnées kveslation 1- x — y = (a été justifiée avec soin.

En comparant les deux démarches, il apparait gsade de I'outil vectoriel et de la géométrie atiqiye est
plus performant que celui de I'outil des configioas. C’est un outil nouveau en classe de secohde e
I'enseignant a intérét a en souligner les qualités.
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3. Pour aller plus loin

1. On peut regarder ce qu’il se passe dans la
démarche du groupe 1 Si 0N SUPPIEEXIEINEUN QU [ ————————————————————————

, Ab]| , Lo

carre.
1 '/ E ’/ F

Dans la démonstration directe, on observe ( 5 W e

configurations «en papillon» a la place ¢ Vil ke

configurations triangulaires. o

En revanche, dans la démonstration réciproque,

n’a plus une configuration de Thalés « en papifipn| .- W i

mais en triangle. Il y a un changement a ce niveay’

|\/|H_MG_IMH—MGI_HG_1 i r

ME MF |ME-MF| EF 4

La conclusion finale est inchangée.

Finalement, le parallélisme a lieu si et seulensékt appartient a la droitdBD), pointsB et D exclus.

2. La situation présentée dans cet exercice est gluédrgle et de nature purement affine. Le faitABED
S0it supposeé étre un carré n’intervient par audasepropriétés métriques d’'un carré. C'est une tgse
gue I'on peut affaiblir.

Sur la figure ci-contre, ABCD est un
parallélogramme. M est un point du plan,
n'appartenant pas aux cotés.

On trace les paralléles aux cotésARCD passant
par M et on désigne paE, F, G, Hles points
d’intersection de ces paralleles avec les cotés
ABCD (voir figure).

Montrer que les droitesef), (FG), (AC) sont
concourantes ou paralléles.

Une résolution a I'aide de 'outil de la géométrianalytique.

On rapporte le plan au repéey, AB, E) Dans ce repére, une équation cartésiennBpest
x+y-1=0.

Soient (a, b) les coordonnées du poiit (pour dégager les notatiorety). PuisqueM n’est sur aucun des

cbtés du parallélogramme etb sont supposés distincts de 0 et de 1.
. == a —(1-a
Coordonnées des vecteurs util€sd [1 bj et GF [ b j

SiM n’est sur aucun des cétés du parallélogramme, adewes vecteurs n'est le vecteur nul.
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X—a 1-a

;b =0 soit : bx+(a-1)y-ab=0

Equation deGF) :

X a
Equation defH) : =0 soit: |b-1)x+ay—-ab=0.
q SUEI NI (b-1)x+ay

Rechercher les coordonnées d’un éventuel pointet§ection deGF) et (EH) revient a rechercher le couple

bx+(a-1)y=ab
solution éventuel du systéral’équations :{(b 1)( . a?y b’

Le déterminant d8est :
b-1 a

]‘ =a+b-1. Ce déterminant est nul si et seulememd sippartient a la

droite BD) privée deB et deD eux-mémes (sachant que par hypothdseest pas sur les cotés du carré).

Si tel est le casGF(l-a;1-a)=(1-a)AC __; EH(a;a)=aAC . Les deux droites sont paralléles &
gjulia2015
: R . ab ab : .
(AC). Sinon, ce systéme admet un couple solutipa- ; . Les deux droites ont un point
atb-1 a+b-1

ab
a+b-1"a+b-1

d’intersectionl ( J situé sur AC) puisque les coordonnéesldeont égales.

On montrerait sous les mémes hypothesesBDE (EG), (HF) sont elles aussi paralléles ou concourantes.

G. Julia, 2015 |I|



