Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2015 -04 : Conjecture et démonstration

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

Soit f etg les fonctions définies s par : f(x)=e* et g(x)=e™. On note :
» (i etCyleurs courbes représentatives dans un repérenortiné du plan.

* aun réel quelconque.
* Mle point deC; etN le point deC, d’abscisse.

+ D latangente & enM etA la tangente &, enN ;
* PetQles points d’intersection respectifs Deet A avec I'axe des abscisses.

Conjecturer et démontrer une propriété des dréXe$A ainsi qu’une propriété de la distarie@.

B. Extrait d’'un programme officiel et d’'un document ressource

Document ressource "Les compétences mathématiquelyeée"

La formation mathématique au lycée général et teldyique vise [...] le développement de compétences
spécifiqgues aux mathématiques : chercher, modélisprésenter, calculer, raisonner, communiquet] [.

La résolution de problemes est un cadre privilgmié@r développer, mobiliser et combiner plusieurscds
compétences.

Programme de I'enseignement spécifique et de spiééide mathématiques

Classe terminale de la série scientifique

L'utilisation de logiciels, d'outils de visualisatn et de simulation, de calcul (formel ou scieqtié) et de
programmation change profondément la nature de skégnement en favorisant une démarche
d’investigation.

En particulier lors de la résolution de probléméatilisation de logiciels de calcul formel limite temps
consacré a des calculs trés techniques afin d®seentrer sur la mise en place de raisonnements

C. Le travail a exposer devant le jury
1. Précisez en quoi I'exercice proposé permet de ldgper, mobiliser et combiner les compétences
explicitées dans le document ressource.

2. Présentez une correction de I'exercice telle qaasvl’exposeriez devant une classe de terminale
scientifique. Vous mettrez en évidence ce que geporter I'utilisation d’outils logiciels.

3. Proposez deux exercices sur le thé@woejecture et démonstratiadont I'un au moins au niveau college.
Vous motiverez vos choix en précisant les objegidgés par chacun d’eux.
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2. Eléments de correction

L’exercice proposé porte sur des propriétés géaguéets des tangentes aux courbes représentativies de
fonction exponentielle et de son inverse.
Il a clairement été fabriqué de toutes piéces faariser I'utilisation d’un logiciel de géométrilynamique.

La questior2 posée par le jury me parait quelque peu équivotjsaseeptible de provoquer un contresens.
Est-ce bien au moment de la correction de I'exerqige peut étre mis en évidence « I'apport dédifation
d’outils logiciels »? On a le droit de s'interroger. Il faut plutét corepdre « Vous mettrez en
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évidence a quel moment de la résolution de I'egertutilisation d’outils logiciels vous parait duaitable ».

1. Les conjectures attendues concernent des préptighgentielles des courbes représentatives dados
exponentielles.

Il est certes possible de faire construire auxedéune figure sur papier, de fagon a mettre eredes
différents éléments de la figure (poimtset N d’abscissea, tangentes, ...). C'est d’ailleurs une bonne fagon
de faire en sorte que les éleves s’approprientdat®on. Mais si I'on s’en tient 14, les élévesvant disposer
chacun que d’'un seul exemple de poiktset N. Cette figure sur papier, statique, ne peut coinyaeour
conjecturer commodément des propriétés de la figuiependantes de

Or, I'objectif est ici de confier aux éléves euxes le « cahier des charges » relatif a la sitoatiétudier.
Une figure dynamique réalisée avec un logiciel denggtrie révelera plus facilement des propriétds qu
résistent au déplacementect deN sur leurs courbes. Cela change la facon de pe¥dénercice.
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qui joue le role de point maitre.
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Au lieu dénoncer « Montrer que les deux tangergest perpendiculaires et que la distaiR@ est
constante », 'énonceé et la démonstration des jgtéisrde la figure sont délégués aux éleves.

Gagne-t-on au change a laisser ainsi cette litmn€éleves ? Cela dépend de ce qu'il se passe kpres
formulation des conjectures.

C’est dans la trilogie :

1. Je conjecture

2. Je cherche un moyen pour valider (ou invalidercomgecture

3. Je rédige une preuve validant (ou invalidant) mgestiure
que vont se combiner les compétences indiquées lansextes officiels. Il faut expérimenter pour
conjecturer, chercher pour savoir comment validgaésenter, calculer et raisonner pour prouver.
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2. Correction de I'exercice.

Le jury attend manifestement du candidat qu’il éasee synthése de I'exercice en s’appuyant sufigne
dynamique projetée sur un écran. L’outil « Mesuyels logiciel de géométrie peut y mesurer sans éénip
'angle des deux tangentes ainsi que la distdPQeet afficher respectivement 90° et 2, affichages qu
résistent au déplacementMestN. On « constate » donc ...

Peut-il des lors étre tenu pour acquis que lesetateg sont toujours perpendiculaires et que lamisiPQ
est constante « puisque 'outil « Mesures » duciegi’atteste » ? A partir de quel moment consédieon
gue I'exercice est « corrigé » ?

S’en tenir la présenterait un intérét mathématiguieet serait en contradiction flagrante avec leteou du
théme «Conjecture et démonstration Ce n’est certes pas au moment de la corred@oliexercice que
I'apport de I'utilisation d’outils logiciels peutr& « mis en évidence ».

Il s’agit au contraire de proposer une démonstnagigumentée des deux propriétés résistaRtag.quoien
est-il ainsi ?

Une démarche consiste a commencer par écrire umnmtiéq cartésienne des deux tangentes :
y=e?(x—a+1) pour I'une ety =-e™®(x—a—-1) pour l'autre.

Ces equations facilitent le calcul des abscissepdmtsP etQ : x, =a—-1 et X, =a+ 1d'ou I'on déduit :

Xg = Xp =2 . Par conséquent%: 2i et est un vecteur constant, indépendard.den distancePQ
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est toujours égale a 2, indépendamment de la pogigs pointd/ etN.

Il reste a vérifier I'orthogonalité éventuelle désux tangentes. Comment savoir si deux droite$ don
connait des équations cartésiennes sont orthogo®ale
Le fait que, dans un repere orthonormal, deux esoit'équations cartésienngs=ax+b et y=ax+b'

sont perpendiculaires si et seulemenaali=—- neffigure pas explicitement dans les programmes.

En revanche, on sait que les vecteurs de coordsn(méea) et (l —e‘a) sont des vecteurs directeurs

respectifs des deux droites. On peut vérifier etinogonalité a I'aide du produit scalaire, ou bigmifier
gu’un vecteur de I'une est un vecteur normal deti@a

Certes, les calculs ci-dessus peuvent étre mehaislé d'un logiciel de calcul formgbour se conformer le
plus possible aux directives des textes officidgis peut-on parler dans le présent contexte ddppo
significatif de cette utilisation ? On peut en doutles calculs a effectuer sont justement ici éfésrdables
et certainement plus formateurs pour un éléve mainale scientifique.

Au lecteur d’en décider.
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3. Deux scénarios de séance.

Pour préciser a quel moment de I'exercice |'uttimad’outils logiciels me parait pertinente, j@pose deux
scénarios pour une séance consacrée a cet exercice

Scénario A

Scénario B

1. Chaque éleve construit une figure sur papier
méme unité graphique (par exemple 2 cm)
imposée a tout le monde. « Vous choisissez le |
M sur sa courbe comme vous voulez Nekest le
point de méme abscisse de I'autre courbe ».

2. « Comparez la figure que vous avez obtenue
celle de vos voisins. Observez-vous des propri
gui se retrouvent dans toutes les figures ? ».

Une observation a propos de l'orthogonalité

tangentes est attendue, a propos de la distar
beaucoup moins, bien que tout le monde ait
principe la méme unité graphique.

3. La figure dynamique, préparée par le profess
est projetée a la classe entiere sur un éq
« Reconnaissez-vous les éléments de la figure
vous avez construite ? Quelles conjectures pey

formuler ? »
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4. Faire avec les éléves une synthése
conjectures : « Il semble bien que ... Comment
étre sir ? »

La
est

0ir.]tLes éleves disposent du matériel informati
nécessaire pour construire une figure dynami
airzao(lzividuc'ellement ou par groupes.
k& consigne est « Constrwse_z la figure. Vous d¢
pouvoir déplacer I'un des pointd ou N et l'autre
g gint doit se déplacer en méme temps ».
ventuellement, on rappelle la notion d
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paint' maitre, c'est-a-dire de point créé (on pey
déplacer) dont vont dépendre d'autres po
ecwnstruits (points dépendants, qu'on ne peut
crdé@placer de facon autonome, ils ne se déplg
guéavec le point maitre).

t-on

2. Déplacez le point maitre que vous avez ch
%u’observez-vous ?

er(])njecturez et démontrez.

e

5. On fait démontrer les conjectures.
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Quel que soit le scénario, les outils logicielemtennent pour faciliter les conjecturéges deux scénarios

se clbéturent par une phase capitdas laquelle les
démontrées

é
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figure, qui fait formuler les conjectures et quiseite

La scénario A est plus guid

outils logiciels sont mis deéditles conjectures sont

, relance les éléves pour obtenir une preuve.

le professeur reprend la main plusieurs fois,tdi@squi anime la

Le scénario B est plus ouvert, le professeur dmilesnent s'assurer auprés de chaque éléve (ou e&haqu
groupe) d’'une construction correcte de la figurés prontroler les conjectures émises. Les éleves ont
l'initiative pour démontrer leurs conjectures. Liefesseur intervient bien entendu en fin d’actiyitéir faire
avec ses éleves une synthése des démonstratipuspes.

Le choix du scénario dépend du niveau de classbjectif & long terme est que les éléves soientaionus
de la nécessité de la preuve (donc soient capaldepasser de fagcon autonome a une phase de
démonstration, type scénario B). Comme je I'ai d&galigné dans d’autres sujets, une utilisatiorutil®
logiciels n’a de sens que si elle aboutit & un towsement, non si elle aboutit a un constat agssiht

toute réflexion mathématique.

! Plus généralement, un objet maitre est un objemngéique que I'on crée (point le plus souvent,svmissi droite,
cercle, nombre ...) et que I'on utilise pour obtguar des constructions ou des transformations éfauibjets. L’outil
« création » fabrique un objet maitre tandis qeolatils « construction » ou « transformation »rif@eent des objets

dépendants.
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4. Pour aller plus loin : courbes a sous-tangente constante.

L’auteur du sujet s’est appuyé sur une proprieétgdrique des courbes représentatives des fonctions
exponentielles.
Voici un petit exercice présentant cette propriété.

1. SoientC etk deux réels non nuls fixés et sbita courbe représentative dans un re@r,é,]) du plan de

la fonction : xi— f(x)=Ce**.
Pour tout réeh, on noteH le point de coordonnée(a; 0) etM le point d'abscissa derl .

Montrer que la tangente &hal coupe I'axeOx en un poinfT tel que ‘HT =C*
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2. Réciproquement, sdit la courbe représentative d’'une fonctfalérivable suR telle quel” admette en
chacun de ses point4 une tangente qui coupe 'axe des abscisses emiqué) pointT. On noteH le
projeté deM sur I'axeOx parallelement ®y.

2.1. Exprimerﬁ en fonction dea. (Cette expression s'appelle la « sous-tangenid ertle la courb€).
2.2.Comment choisir la fonctiohde facon queHT = A (constante réelle non nulle) ?

Une solution :
1. La tangente eM &l a pour équation cartésienng = C e*? (kx— ka+1). L'abscisse du point

: : 1 N 1 ,
d’intersectionT de cette tangente avec I'a®xest : X; = a—E. On obtient :HT =x; =X, = E ce qui

est indépendant de

2.1.L’hypothése qué admette en chacun de ses poMtgne tangente qui coupe I'axe des abscisses en un
unigue point exige que f '(a):t 0 quelle que soit la valeur de

La tangente eM &l a pour équation cartésienng = f'(a)x+ f(a)-a f'(a). L'abscisse du point

. . fla .
d’intersectionT de cette tangente avec I'a®xest : X; ST . (( ) . On obtient :
ulia2015 ! a
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_ f
HT =X; =Xy = _f'L(Z)) giulia2015

f(a)

2.2.Réciproquement, #HT=A= —f|—() quel que soia, alors la fonctiorf est une solution non nulle de
a
I'équation différentielle :—% =/, c'est-a-dire de f'= —% f . La fonctionf est une fonction de la forme :

x) .
f(x)= Cexp{—;) olC est une constante non nulle.

La propriété d’avoir une sous-tangente constamactérise les courbes représentatives des fonatiotes
forme : x— f(x)=Ce** oliC etk sont deux réels non nuls.

L’auteur de I'exercice proposé par le jury a enlque sorte « mis bout a bout » deux sous-tangeéntes
telles courbes pour avoir une longu@@ constante.

Le choix des fonctions (x) =e* et g(x)=e™ améne une propriété supplémentaire d’orthogonaisé
tangentes et permet a I'auteur du sujet de faifeire pierre deux coups ».
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