Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2015 -09 : Optimisation

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

Un secteur circulaire a pour périmepreou p désigne un nombre réel strictement positif fixé.
Quelle doit étre la mesure de son angle au cericr que son aire soit la plus grande possible ?

NB. Une figure non reproduite ici accompagne légex

B. Les réponses proposées par deux éléves de pramis
Eleve 1
Je construis la figure avec un logiciel. Pour sifigsl je prendsp=10. Je construié etB, et je prend€

sur le cercle de centfepassant pdB. J'affiche le périmétre du secteur et je faise@ pour que le
périmétre soit égal a 10. Ensuite j'affiche I'aie¢ je recommence avec d’autres positionB.deaire est la
plus grande quand le rayon est entre 2 et 3.

Eleve 2
Jai trouvé les formules du périmétre et de I'aine internet :p=r(2+a) et SZEO’I’Z

_a

(2+a)

Je cherche le maximum de la courbe avec ma calicglatt je trouve que vaut a peu pres 2.
J'ai d0 me tromper car avec un angle de 2°, l'agtetrop petite.

Jen déduisS:% p? x

C. Le travail a exposer devant le jury

1. Analysez les productions de ces deux éleves erameth évidence leurs compétences et en précisant
I'aide qui pourrait leur permettre de mener a bgam démarche.

2. Présentez une correction de l'exercice telle qoasvl'exposeriez devant une classe de premiere
scientifique, en vous appuyant sur les productimséleves.

3. Proposez deux exercices sur le théopmimisation Vous motiverez vos choix en indiquant les
compétences que vous cherchez a développer chél2les.

2. Eléments de correction

Voici un exemple caractéristique de « probléme duveSon énoncé est trés court, (presque) aucistes p
de résolution n’est suggérée et aucune solutiodeét® ne peut émerger. |l pourrait tout aussi Biee
rangé dans les « problemes avec prise d'initiativBautant que les deux éléves en font preuve. @n p
supposer qu'il n'a pas été classé dans cette ubigr le texte de I'énoncé incite fortement a sihéangle

au centre comme paramétre décrivant la situations gjue ce n’est pas le seul candidat (on va ynigve

Il est normal que la classification de tels proldénmdans un théme plutét qu'un autre soit quelque pe
arbitraire compte tenu de leur polyvalence.

1. Eléve L

Cet éléve opte pou une démarche basée sur I'tiblisd’un logiciel de géométrie. Cependant, la feggu'’il

construit n’est pas une figure dynamique. Le pBiétant fixé, il ajuste en effet « a la souris »pdsition de
C de fagon a obtenir un périmétre le plus voisinsfiide de 10. Cette figure ne résiste pas a la defton.
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Le logiciel lui permet seulement d’associer relatnent rapidement une valeur approximative de |aiagi
centre a certaines valeurs du raya

Pour cette raison, cette démarche est plut6t dddgnes comme une démarche empirique du type «sestai
corrections d’erreurs ». On peut supposer qu’iesté& plusieurs valeurs du rayon en prétant atterdio
I'affichage de I'aire et en « corrigeant le tirw fur et & mesure : « plus grande ... plus petite ... »

On peut a la rigueur dire de lui qu'il sait « exp@nter en utilisant des outils logiciels » mais il sait
« élaborer une simulation géométrique prenant agyruia modélisation et utilisant un logiciel ».

Cet éléve ne s’est engagé dans aucune réflexionématique (il faudrait I'y inciter : lui dire deisser la
son logiciel et de se mettre a réfléchir serait{@te I'aide la plus pertinente qu’on peut propass.

Eleve 2 :

Cet éléve fait preuve de « compétences transversghaisqu’il prend l'initiative de rechercher soternet
information qui lui manque. Cette initiative gsistifiée, les formules relatives a un secteurut@iite ne
sont pas utiles tous les jours ...

Les formules trouvées lui permettent de proposermadélisation par une fonction. Il construit uaerdtion
objectif pertinente dont il décide de faire unedétgraphique.

Cet éleve a su aller chercher l'information utitepdéliser, effectuer un traitement mathématique. Un
exemple de « tdche complexe » en somme.

Mais le mieux est ennemi du bien dit-on, il a voé@taettre une réserve sur un résultat « d’'un arg2°ch,
témoignant en cela d’'une compétence avérée : sewnirbler ses calculs et critiquer un résultat f&sant
preuve d'un tel esprit critique, il met en évidersa conception incorrecte de la mesure d'angla |l
considéré que dans les formules trouvées sur gttdiunité de mesure d’angle était le degré. Brinant au
contexte, le résultat lui a paru (a juste titreinvraisemblable.

Cette erreur s’explique par le fait que, tout anglalu collége, les angles sont mesurés en degeédedré
est 'unité de mesure d’angle la plus familiererglque le radian est pour cet éléve une unité driree
nouvelle gu'il a sans doute encore trés peu utiletéa laquelle il n’a pas pensé spontanément.

Il'y a deux aides a apporter a cet éleve :
e D’une part lui dire d’aller a nouveau sur interpetur s’enquérir des unités de mesure d’angle, en
particulier de celle qui est employée dans les @besiqu’il a trouvées.
» Drautre part lui demander comment il pourrait psécisa réponse (quel traitement mathématique de
la fonction gu'il a obtenue pourrait permettre ééedminer avec précision le maximum).

Aucune des deux démarches n'a en effet abouti,sadeégrés différents toutefois. Les deux éleves se
rejoignent sur un constat d'existence d’'un maximonais ne procédent pas a une détermination de ce
maximum.

« L’éléve 1 confond conjecture et démonstration.régmse un encadrement de la valeur de I'angle
maximisant I'aire mais ne fournit aucun argumestnpettant de justifier son affirmation. Cet éléve
s'en tient a une phase expérimentale. Un exempheadbématiques du « je-vois-que ».

» L'éleve 2 est beaucoup plus proche de I'aboutissén®a conclusion reste imprécise : « a peu pres
2 ». |l faudrait lui demander comment il a fait pauchercher le maximum de la courbe » (en
corrigeant au passage son vocabulaire : une cqateavoir ursommetet unefonctionnumérique
un maximum). L’hypothése la plus probable est ga’itegardé a I'écran l'allure de la courbe
obtenue. Dans ce cas la démarche est clairemdrtltia, sa conclusion relevant du « je-vois-que ».
Il aurait pu aussi activer I'outil « maximum d’udenction » de sa calculatrice, ce qui est une
démarche valide pour déterminer un maximum dord justifié I'unicité par ailleurs. Dans ce cas sa
procédure serait aboutie (on peut considérer litthicomme implicite). Mais cette hypothése est
beaucoup moins probable, sinon il 'aurait écritxactement 2 ».
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2. La production de I'éléve 1 ne présentant pasgladi dynamique, on ne peut S’y appuyer pour initiee
correction (on y reviendra plus tard).
C’est I'éleve 2 qui fournit le point de départ leppertinent avec les deux formuleglb:enju“azms p= r(2+ a)

et Szlar2
2

A cette occasion, on revient sur I'unité de mesiiemgle utilisée dans ces formules. Il s'agit ddiaa.
Lorsque l'angle au centre mesure 1 radian, le cotgiligne du secteur circulaire a une longueurl&ga
rayon du cercle.

Lorsquep est fixé, il y a deux parameétres qui peuvent, Eomme I'autre, décrire la situation : la mesure de
I'angle au centre ou bien la longueur du rayoncastexte suggeéere de choisir plutét la mesure deylaau
centre.

Cependant, il peut étre intéressant de mener efigdarchacune des deux options :

Angle au centrea ... Longueur du rayon
Ensemble de p
o e 0:2 =
définition [ ]71 [O 2}
Expression du __ p p
R L r= a=—-2
parameétre non choisi 2+q r
2
. . p a
Expression de l'aire Sl(a):—x— S (r)=pr-2r2
P 2 (2+a) ,(r)=p
S est une fonction polynéme du deuxiéme
, , degré plus facile a étudier q& Mais |l
Avantages et S est une fonction rationnelle dont; dra calculer la valeur dey
inconvénients I'étude présente quelques difficultés . | Ouiaz015
correspondant a la valeur deui réalise le
maximum.
2
f 2-a
La dérivée S, (a')z%x—3
(2+ a) D’apres les résultats usuels sur le deuxiéme
est du méme signe que-a . ) _ p
_ degré,S; est maximale quand=—. Dans
Traitement S, est maximale quand = 2t dans 4
mathématique q - _ i 2
. i 2 ce cas, laire est egale—g— et I'angle au
ce cas l'aire est égale & et le 16
16 centreesto = 2
rayon estr :Zp

Les deux options se rejoignent sur un méme cagydeefoptimale (le contraire et été inquiétant ...).

En conclusion, on pourra dire que chacun gardealia pour le choix d'un paramétre adéquat. Le panameée
suggéré par I'énoncé n’est pas toujours le paranugtirdécrit le plus facilement la situation.

C’est a ce moment que I'on peut éventuellementaodtesl la production de I'éleve 1, en se proposant d
construire une figure qui va valider notre résult&t choix p = 10est pertinent, on ne le change pas (fixer
ne restreint pas la généralité).
* Une option « basse » est de proposer a I'éleve todstruire sa figure lorsquAB=25 et de
constater que l'aire obtenue est supérieure aursualeurs de I'aire qu'’il a obtenues.
» Une option « haute » est de proposer de dynamaségure de I'éléeve 1. Pour cela, il faut d'une
fagon ou d’'une autre assurer une liaison de dépeedantre le rayon et I'angle au centre.
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La construction ci-contre a été réalisée de larfaco
suivante :

Dans une page « Graphiques » on a créeé le c

" . . - 5.57| ¥
unité. Le pointV est un point sur le cercle unité

O
On a mesuré I'angl&JAV , mesure désignée par

Angle a=RAC: 1.981 rad

10
at+2

2.51

Rayon .

puis calculé en fonction da le rayonleO du
a

secteur (réalisant ainsi la liaison entre angle
rayon)

gilbergulia 2015

Aire disque ;19,812

wu B 8.97
50 a

Alre secteur . 6.2499
(2+a)?

Puis on reporté ce rayon sur I'axe des abscis|3;
(report de mesure, poii).

Le pointC est le point d’'intersection du cercle d
centreA passant paB avec la demi-droiteAV].

-2-68

Il ne reste plus qu'a effectuer les calculs utiles
puis a animer le point.

3. Commentaires

Le jury du CAPES aurait souhaité évaluer un cergsprit critique et une certaine distanciation des
candidats par rapport au discours officiel qu'ilgeserait pas pris autrement.

Certes, d'utilisation de logiciels, d'outils de visualisatn et de simulation, de calcul (formel ou
scientifique) et de programmation change profondéma nature de I'enseignement en favorisant une
démarche d’investigation. Certes aussi I'aptitude a mobiliser 'outil informatique dans leadre de la
résolution de problémes est a évaluer

Mais il ne faut pas confondre « démarche d’invedtin » et « bidouillage ». Le premier éléve est
nettement dans le deuxiéme cas. Si cet éléve @nléesl serait illusoire de penser que sa « tégm » va
développer d'une quelconque facon sa culture matigoe. Bien au contraire, son attitude risque ede |
conforter dans une logigue du « je-vois-que »,dogiqui privilégie la croyance au détriment dereupe.
Aussi, parler en ce qui le concerne de « compégenere semble étre pure langue de bois.

On ne peut parler de démarche d’investigation queurne phase d’expérimentation amene a un
guestionnement et a une réflexion mathématique.

Quant au deuxiéme éléve, le recours a un logiaitlalussi échouer sa démarche alors qu'il avaitdetes
en main pour la finaliser. Il avait clairement itéé une fonction objectif pertinente et méme eaiadonné

. . 1 a . . .

I'expression optlmaleszi p? XW, isolant les termes en alpha. Au lieu de contimsrun calcul
+a

de dérivée (il s'agit d’'un éleve de premiere S) lpiiaurait permis de conclure, il change de mode d

représentation pour passer a une étude graphigu&opéne a une résolution empirique : selon lugn

voit-que » la courbe a un sommet et la fonctiormaximum. Ce changement de mode de représentation

s'avére inopportun.
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