Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2014E -15 : Equations différentielles

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

Pour étudier I'évolution d’'une population de poiss@u cours du temps, on propose plusieurs mod@fes.
appelleN la fonction représentant le nombre de poissorfergtion du temps (exprimé en années). On sait
que N(0) = 2000

1. On suppose dans cette question que la fonbtiest solution de I'équation différentielle : (E¢)=ry ou

r est une constante strictement positive.

1.1. Résoudre I'équation différentielle (E1).

1.2. Donner I'expression de la fonctibin

1.3. Représenter a I'aide d’un logiciel de géoredas fonctiondN lorsquer varie dans I’intervalldo ; 4] :

2. On suppose dans cette question que la fonbtiest solution de I'équation différentielle :
(E) y= Zy(l—wyooj. On admet qudl est définie et strictement positive s{Or, +oo[ .
On pose, poutt appartenant 0 ; +w[ , gft) ::Ni(t)

2.1. Démontrer qug est solution sur de I'équation différentielle (EO) y'= -2y +

200(
2.2. Résoudre, en utilisant éventuellement un lebite calcul formel, 'équation différentielle (EO
2.3. En déduire que s ; + oo, N(t)=%oo1
e’ +

B. Un extrait des programmes de STS sur les équatis différentielles (BO du 4 juillet 2013)

On s’attache a relier les exemples étudiés aveceleseignements scientifiqgues et technologiques, en
montrant I'importance de I'étude de phénomenesicostdéfinis par une loi d’évolution et une conditio
initiale. L'utilisation des outils logiciels est Kicitée ; elle a pour finalités :

— de mettre en évidence, expérimentalement, ldfis@gion ou l'importance de certains parametres ou
phénomeénes ;

— de dépasser la seule détermination des solutiamee équation différentielle en donnant la posiséde
visualiser des familles de courbes représentatifeeses solutions ;

— de permettre, avec l'aide du calcul formel, dmmer une expression des solutions dans certaigs ca
complexes. Si, dans ce module, on développe pitisyti@rement deux types d’équations différengigllon

est également attentif & donner une vision plugdade ces notions en présentant des équations
différentielles dont on ne peut donner qu’'une sotutapprochée tout en faisant saisir des principes
généraux comme la notion de famille de solutions.

C. Le travail a exposer devant le jury

1. Analysez dans quelle mesure cet exercice correlspox attentes du programme de STS.
2. Proposez une correction de la question 2 tellevqus la présenteriez devant une classe de STS.

3. Présentez deux ou trois exercices sur le thematiégs différentielles
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2. Eléments de correction

1. L’exercice propose une pseudo-contextualisateqguklques équations différentielles. Mais lesquis
dont il est question sont peu bavards sur lesdiéigolution régissant leur écosystéme. Il s’agitaieement
de carpes.

Relier les exemples étudiés avec les enseignesmeatdifiques et technologiques :
Non. Le lien est totalement artificiel.

Mettre en évidence, expérimentalement, la sigriiioeou I'importance de certains parametres ou
phénomeénesAucune trace.

Dépasser la seule détermination des solutions daqetion différentielle en donnant la possibitig®
visualiser des familles de courbes représentatileses solutions :

Dans la question 1.3, on représente bien une dléamie fonctions. Mais il ne s’agit pas d’'uneagille de
solutions », puisque I'équation différentielle charchaque fois que I'on change la valeur.de

Permettre, avec 'aide du calcul formel, de donnee expression des solutions dans certains casleseg
Démarche suggérée dans la deuxiéme question.

Notion de famille de solutiond\ton.

Rien dans I'énoncé n’évoque les lois d’évolution gont sous-jacentes aux équations différentiedigs
nous sont présentées. Moyennant quoi, cet exepece une grande partie de son sens. Aussi, deux
hypotheses me viennent a I'esprit a propos degiiogi de I'exercice :
* Soit il s’agit d’'un exercice sur les équations @iéntielles antérieur a juillet 2013 adapté « taen
gue mal » par son auteur aux directives du B.O.
* Soit, et c’est peut étre plus probable, le juryélibérément amputé son texte original de quelques
passages clefs pour laisser le champ libre aux @ntames des candidats.

Cet exercice met en effet en scéne deux modélesféence et deux types d’évolutiqne les candidats au
CAPES se doivent de connaitre, le modéle exporianiese caractérise par un taux de variation @ontst
(étudié dans la premiére question) et le modeléstioge, caractérisé par un taux de variation affin
(deuxieme question). Ces modéles sont sommaireétadiés dans REDCM page 126, le lecteur pourra
éventuellement s'y reporter. Il appartenait impgeshent aux candidats de lui restituer ce sens et
d’expliquer le plus clairement possible ce queifi@hpour eux « on envisage plusieurs modeles ».

Il est intéressant de faire représenter par| >0
logiciel sur un méme graphique la fonctio|
solution de I'équation différentielle de Ig
deuxieme question ainsi que la solution (
'équation de la premiere question ou |
dérivée en zéro est la méme (c'est-a-d
lorsquer =1).

Ici, les deux fonctions ont été représenté

pendant 1,5 année. /.-'
On se rend compte que, si dans les premi

mois I'évolution de la population est a pe
pres la méme dans les deux modeles, ens

les évolutions se différencient radicalemer
Il'y a la matiére a discussion ... 0.2 0 05 1

f1(x)=2000- e*

|

2. Laissée au lecteur.

3.Voir REDCM pages 173 a 177.
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3. Pour aller plus loin
Je propose de résoudre plus généralement, aveétieode de I'exercice, I'équationy’ = ky(l—ﬁyj , Ouk

et M sont deux constantes strictement positives. Cetiatéon se rencontre dans le modéle logistiques sou
cette forme ou sous une autre.

Soit donct > N(t) une solution de cette équation différentielle défiet strictement positive SLﬁﬂ; +oo[

etg la fonction définie par g(t)= ﬁ

La dérivée de la fonctiogsur [0 ; + | est définie par g'(t)= -

Dire queN est solution de (E) SL[O ; +oo[ signifie que pour tout réete cet intervalle :
)= N(t))_ KNG 5, , it d-
N'(t) = kN(t) Ve —kN(t)—T. PuisqueN ne s'annule en aucun point d6; +«[, cette

identité est équivalente a l'identité :

(NN(t(;))Z =ﬁ —%, cest-a-dire a g'(t) = —kg(t)+%.

Si N est une fonction strictement positive s[lﬂ)r; +oo[ solution de (E) alors la fonctiog définie par :

Pour tout de [O ; 00[ :

g(t)=ﬁ est, sur cet intervalle, une solution dg‘;—ky+% (E2). De plusN est strictement positive

si et seulement gjl'est aussi.

-kt

L'ensemble des solutions de (E2) est I'ensemblefatestions définies parg(t)zﬁ +Ce™ ouCestune

constante réelle. Il s’agit d’une fonction strictamhpositive su{O; +oo[ si et seulement & > BYE
Les fonctionsN strictement positives su[O; +oo[ solutions de (E) sont les fonctions de la forme

1 M
N(t): 1 :1+MC e
M_{_Ce—kt e

. 1
avecC constante réelle telle qu@ > RS

Celle qui prend en zéro une valé&ly donnée est la fonctionN(t) ==

Celle qui prend en zéro la valeur 2000 est la fonct N(t)=: M — 2000
+ e

2000

1

L’'usage d'un logiciel de calcul formel et d’'un aitle représentation graphique permet des lors ugrlq
mises en perspective :
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L'écran ci-contre reprend, sous un
expression un peu différente, quelques-u
des résultats ci-dessus avec l'oatdSolve
de résolution d’équations différentielles.

LorsqueM =4000; k=2 et lorsque

M, =2000, on retrouve la fonction donnég
par I'’énoncé.

deSolveLv'#r ¥

deSolveLv':k' ¥
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Un logiciel de représentation graphiqu
permettrait d'étudier I'importance de
certains parametres.

texte

Ci-contre, I'impact de la condition initiale :

Le nombre de poissons a toujours tendan
a se stabiliser a plus ou moins long tern
vers la valeur 4000, indépendamment (
nombre de poissons a linstant zéro. Si
nombre est < 4000, le nombre de poissg
va croissant, sinon il va décroissant.

Le coefficientk agit, quant a lui, sur la
vitesse de stabilisation de la population (¢
poissons.
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