Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2014E —-14 : Matrices et suites

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

On considére une population d’étres vivants qupevent se trouver que dans deux états désignésgiar
B. A l'instant initial, 34% des étres vivants detegoopulation sont dans I'état A.
On propose le modele d’évolution suivant : a chdwpiee,

* 3% des étres vivants qui étaient dans I'état Agrasgans I'état B

* 3,5% des étres vivants qui étaient dans I'état&@at dans I'état A

1. Avec ce modele, y aura-t-il plus d’étres vivashasis I'état A que dans I'état B au bout d’un jBur

2. Avec ce modele, peut-on dire qu’au bout d’'uiaiemombre d’heures la proportion d'étres vivasgs
trouvant dans I'état A va se stabiliser ? Si otécfser vers quelle valeur.

B. Les réponses de trois éleves de terminale S &glaestion 1

Eleve 1

u,, = 1005 x 34= 383. Au bout de 24 heures, cela reste inférieur & 50%.

Eleve 2

Dans le tableur AL=34; Bl= 66

A2=Al-3%* Al+ 35%* Bl; B2=Bl1+ 3%* Al- 35%* Bl
En tirant, jobtiens A25= 49891 Cela ne dépassera pas 50% au bout d’un jour.

Eleve 3

097 003 24
PosonsT = et A=(034 066).Ona:AxT?*=(05 05)

0035 0965
Il y a autant d’étres vivants dans I'état A que gdgtat B.

C. Le travail a exposer devant le jury
1. Explicitez les démarches des éléves en mettantidanke les compétences mathématiques acquises.

2. Proposez une correction la question 2 de cet ixeetelle que vous I'exposeriez devant une classe d
terminale S, spécialité mathématiques.

3. Présentez deux ou trois exercices sur le thaateices et suites
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2. Eléments de correction

1. L'exercice a pour objectif I'étude d'un processls Markov a deux états. Deux choix didactiques
pertinents rendent cet exercice intéressant carildégient le raisonnement et le recours aweptialités
du calcul matriciel, au détriment de solutions uogiriques basées sur I'utilisation d’un tableur.
» Les pourcentages de transformation d'un état dréaentre deux instants sont faibles, ce qui va
entrainer une stabilisation lente.
» La stabilisation a lieu pour une répartition ettt deux états A et B qui ne peut pas étre deylaée
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Eleve 1.

Cet éléve propose le raisonnement suivant : « Biliflgy a 3% d’étres vivants qui passent de A &B3,5%
gui passent dans l'autre sens, c’est que la prigpode la population dans I'état A augmente de 3;5% =
0,5% par heure. Si on désigne pgrcette proportion de population au boutrdbeures, la suite(un) est

donc une suite géomeétrique de raison 1,005 etetaipr termeu, = 340n doit calculew,, ».

Cet éléve est capable de lier une variation a tamstant a une suite géométrique et d’utiliserezement
I'outil des suites géométriques (son résultat eafarme a sa modélisation).

La modélisation qu'’il propose est incorrecte, puigeffectue une opération illicite sur des pourtages (il
raisonne comme si les populations dans les deus étaient le méme effectif). On peut espérer que,
lorsqu’il s’attaquera a la question 2, ses conolsile laisseront songeur (une proportion peuttelelre
vers +o ? ...). A défaut, pour lui faire prendre consciemeeson erreur, ou pourrait (par exemple) lui
demander ce que serait, selon son modéle, la pdage de population dans I'état A au bout de deux
semaines. Il trouverait environ 181, est-ce possibl

Eleve 2.

La démarche de cet éléve consiste a utiliser utedabpour déterminer des valeurs approchées des
proportions de population dans chacun des deus peatdant au moins les premiéres 24 heures. Hitalac
formule correcte donnant les proportions au bouhe’heure puis a recopié la formule vers le bas.

Il a su analyser le probléme, extraire, organiseraster I'information utile puisélaborer et utiliser a bon
escient une simulation numérique prenant appuilasunodélisation et utilisant un logiciel. Sa dénmarest
correcte et son résultat est exact.

Cependant, l'usage du tableur ne lui permettradeasssoudre la question 2, il devra probablemeahgér de
stratégie.

Eléeve 3.

Cet éléve a su reconnaitretreiduire en langage mathématique (a I'aide du tabedriciel) le type de situation
présentée, choisir un cadre adapté a sa résalution

Il a identifié la matrice de transition détermingeg proportions a une certain instant a partirpteportions une
heure plus tét, et a implicitement représenté lepgrtions de population a l'instant par une matrice ligne
L, = (pn qn) dont la somme des termes est égale a 1.

Son résultat est exact, bien que sa réponse gpistmmairement rédigée. On pourra confronterdesltats de
cet eléve (qui a certainement utilisé un affichfigigant 2) avec ceux de I'éleve 2. Les proportidespopulation
s'égalisent en effet au cours de |&ZHeure.

2. La situation proposée se préte au traitement dméhde S spécialité « Suites de matrices colonnes
veérifiant une relation de récurrence du typg,; = AxU, »
On peut utiliser les productions des éleves 2 et 3.

On mettra d’abord en évidence linsuffisance denkthode tableur de I'éléve 2 : il faut recopierstt@in
vers le bas pour conjecturer une relative stabitisades résultats et de toute facon le tableyserenet pas
de savoir exactement vers quelle répartition degeleux états.

G. Julia, 2015 E



Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

La production de I'éléve 3 est mieux exploitablay; elle installe la situation dans un cadre plusopmant,
bien adapté a une résolution compléte.
* Si on représente comme lui la répartition entrediesx états par une matrice ligne, on explicite la
relation de récurrenck,,; =L, xT entre les répartitions aux instantet n+1

* Si la suite de matrice IigneéLn) converge, elle ne peut converger que vers uneticolde
I'équation matricielleX =X xT, précisément vers celle(s) des solutions donbilanse des termes

vaut 1 ce qui conduit a la seule limite possildematrice ligne L =(l Ej
geo14 {13 13

* En revenant sur le tableur de I'éléve 2 et enantivers le bas » assez loin, on peut confortee cet
conjecture (mais non la démontrer ...).
* En passant du calcul matriciel a I'outil des suitesnériques, on peut se proposer de prouver le

résultat. On construit une relation de récurremteedes termes de rangst n+ 1 de la suite(p,)
uniquement, en l'occurrence la relatiorp;,, = 097p, + 0935(1— pn): 0935p,, + 0035 puis on
étudie cette suite comme une suite arithmético-gdague (étude laissée au lecteur).
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* On devrait arriver a une expression explicitepdea savoir SR =13 ﬁ(0935) ,etala

. . . 7
conclusion que la suitép, ) converge effectivement veli&g.

En conclusion, on peut énoncer la propriété pluggde : « Pour tout processus de Markov d’ordderi
la matrice de transition ne comporte pas de z&wtL, a I'ordren converge vers un éthatindépendant de
I'état initial Lo. De plus,L =L XT ».

Une variante consisterait a représenter la réjmartientre les deux états non par une matrice ligmeme I'a
proposeé I'éleve 3 mais par une matrice colo@peconformément au programme. La relation de rénage

entre deux termes consécutifs de la suite de reatdiolonnes serait alo&,,; =T xC,,

3. Voir REDCM pages 108 a 110 (mais pas seulementy. Mdamment le document d’accompagnement
des programmes a propos du calcul matriciel.
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