Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2014E -02 : Probabilités

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

Dans une féte foraine, un jeu de hasard est praposeisiteurs.

Pour chaque partie, la participation est de 5 euros

Une partie consiste a lancer un dé a six faceseratées de 1 a 6. Pour un résultat supérieur duaégde
joueur recoit 15 euros, sinon il ne recoit rien.

1. L'organisateur espére qu’il y aura au moins 1@a@ies de jouées. Peut-on penser qu'il gagnera de
'argent ?

2. A la fin de la journée, l'organisateur fait sEsnptes : il constate que 2000 parties ont étéepet il a
amassé 2650 euros de gain.

2.1. Combien de parties ont-elles été gagnéespdolieurs ?

2.2. Peut-on considérer que le dé est équilibré ?

B. Les réponses proposées par trois éléves de préna S a la question 1
Eleve 1
Je suppose gu'il y a exactement 1000 parties jougteie nomme X le nombre de parties gagnées par le

joueurs. X suit la loi binomialB(lOOO; ?13) . D'aprés la caIcuIatrice,P(X < 500) =1

On est a peu prés sOr que plus de la moitié detsggaseront perdues par les joueurs. L'organisatdenrait
donc gagner de l'argent.

Eleve 2
Avec un tableur, j'ai réalisé une simulation de Q@@rties. J'ai obtenu 345 parties gagneées.
345%10-655%x5
100(
L’'organisateur ne va donc pas gagner d’argent.

= 0175. En moyenne, je trouve un gain de 0,17 euro pdigpour le joueur.

Eléve 3

Je suppose qu'il y a exactement 1000 parties jouéeprobabilité de gagner est d;é
On a donc environ %xloooparties de gagnées. L'organisateur devrait gagner

1000x 5 —% x1000x15=0

C. Le travail a exposer devant le jury
1. Analysez la réponse des trois éléves en mettardévatence leurs compétences dans le domaine des
probabilités.

2. Proposez une correction de la deuxieme questilenciee vous I'exposeriez devant une classe deiprem
scientifique.

3. Présentez deux ou trois exercices sur le thémeapiliBs, dont 'un au moins s’appuiera sur une
simulation
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2. Eléments de correction

L’exercice propose aux éléves une situation ane@maomment le « forain » fictif en question dans
I'exercice peut-il amasser une recette substaat@lirs que le jeu proposé aspriori équitable ? Il a pour
objectif principal de mettre en place ou de réitiveles outils pertinents permettant de donnerahs & la
notion d’écart significatif entre I'observationlatprévision.

La facon dont est construit cet exercice, malgréhabillage (volontairement ?) trés rudimentaire, es
intéressante.

L’énoncé ne livre pas aux éléves une informatiopitake, les caractéristiques du dé avec lequetlese
déroule. Dans la premiere question, les éleves dont faire un choix « par défaut » et ajouteréadncé
une hypothése supplémentaire : ils vont supposeleqdé est équilibré. Dans ce cas, le jeu estaujej et

le forain philanthrope ne peut espérer gagner fitgiivement de I'argent.

Il y a évidemment un « lézard », qui apparait danguestion 2 : un gain qui parait anormalementéle
L’exercice livre la clef de la situation étudiéey mettant explicitement en cause dans la questidn 2
I'équilibrage du dé. Dans une séance de travaugéediy on pourrait méme envisager de déléguer aveg!
cette mise en cause, en leur proposant de trouneeexplication plausible au gain anormal du for@itest
bien cette question 2 qui est la question majeerk&edercice.

1. Si on fait la synthése des productions des él2wds3, on obtient une correction complete deréamiere
guestion. L’éleve 2 construit une simulation montrque dans certains cas l'organisateur peut petere
I'argent et I'éleve 3 fournit une explication erlazdant une espérance mathématique.

Eléve 1Cet éléve sait :
» Traduire en langage mathématique une situatioferédlaide d’'une loi de probabilitél reconnait
et utilise & bon escient une loi binomiale).
» Organiser et effectuer un calcul complexe (une semdentermes indexés) a I'aide de sa calculatrice.
* Il conserve une attitude critique a propos du tésalffiché. Sa calculatrice a probablement renvoyé
« 1 », mais cet éléve n'utilise pas le symbolelatiise le symbole=, ce qui montre qu’il a
conscience d’'un écart entre la valeur affichéa gtleur exacte.

Cet éleve a cependant une représentation incomledgesituation. Selon lui, I'organisateur gaged’drgent
s'il y a plus de parties perdues que de partiesémg) indépendamment des mises et des gains. USiarsol
est incorrecte.

A propos du calcul deP(X <500) , .. qui a
probablement été organisé et effectué de fa(ic(1000 )_(l):_(gjwuuﬁ)_’
correcte par I'éleve 1, on peut noter suivant telen | RS !

de calcul choisi SunSpire’ une aberration. 146896757720089626321 161695430859728021722873926093351 198770866220 4760983555

14689675772008962632116169552801604066282467030579424085165731869186 954414963

1

P
Ci-contre, les calculs ont d’abord été faits en enoj:- fale
« Exact » et le résultat stocké dans la varigblen | =
a affiché la valeur exacte puis I'arrondi automagiq nCr(looo,i).(é)Z.(g)“““"7)W
de p obtenu par la touche Ctrl). On note un =
différence entre numérateur et dénominateur de?*” ol
valeur exacte a partir du 98 chiffre, le chiffre du zi fiiiZ
dénominateur étant logiquement supérieur (d’u|ezo" 2
unité) a celui du numérateur. La valeurglest bien =
reconnue comme étant < 1.

En revanche, lorsqu’'on effectue ensuite les calenlsnode « Approché » (variabfm), la gestion des
arrondis n’est pas la méme, l'arrondi impacte chadas termes de la somme et non pas le résultat de
I'addition, I'approximation perd en qualité.
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Au point que la variablep, qui est censée représenter le méme nombr,gest maintenant reconnue, de
fagon aberrante, comme étant > 1.

Eléve 2Cet éléve sait :
» Utiliser, comprendre, élaborer une simulation nuqu& prenant appui sur la modélisation et
utilisant un logiciel.

Cet éleve mangue cependant d'une attitude critiguae relativisant pas le résultat de sa simulatimite
simulation montre certes que l'organisateur « pemdre » de I'argent, mais en perd-il « toujourm»bien
« parfois »et dans quelle mesure ?

Sa réponse est incompléte. Elle illustre la preengrestion mais ne la résout pas.

Eleve 3Cet éléve sait :

» Extraire, organiser et traiter l'information utile’engager dans une démarche, particulariser une

situation.

* Traduire en langage mathématique une situatioferéel
Il calcule correctement I'espérance mathématigeidadvariable aléatoire « gain obtenu en jouant0100
parties ».
Son résultat est correct et exploitable, & contlite développer une argumentation mathématiqueasur
signification.

2. Dans un premier temps, on fait calculer le nomteeparties gagnées (490 parties gagnées) puis leur
fréquence (0,245).

Cette fréquence est nettement plus petite queolaapilité théoriqgue de gagner une partie dans ttiygse

ou le dé est équilibré.

La question est de savoir si cette fréquence esiormalement basse », au point de mettre en cause
I'hypothése d’équilibrage du dé, ou bien si cetiteur peut étre attribuée a une fluctuation nati@tour
de la valeur de référence.

Voici 'occasion de parler « d’'intervalle de fluetiion » autour de la probabilité de gaipposéé&gale a§ ,
sous I'hypothése que le dé est équilibré.

Deux méthodes permettent de déterminer un tehallerde fluctuation autour de la probabilité thgoe de
la fréquence de gairpour 2000 parties jouées.

En classe de seconde: dans au moins 95% des tasappartient a lintervalle
1 1 1 1

e 2t T—
3 42000 ¥***" 3 /2000

, intervalle inclus danIP‘OSlO ; 035d .

En classe de premiére S : L'intervalle de fludarat 95 % est I’intervalléa ; b] tel quea est le plus petit
entier vérifiantP([X < a])> 0025etb est le plus petit entier vérifiaiR([X < b])=> 0975.

On peut & ce moment valoriser la production déVeéll qui de toute évidence sait calculer des |pititgs
liées a la loi binomiale en lui demandant commenpourrait obtenir les valeurs deet deb.
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ol = T - 515
Terminé | ||Define influct(z p,s)= [=
Le programmenfluct (voir sujet ESD2013_02) (1) A
donne comme intervalle de fluctuation d i“ﬂ"“?”o”’?“'%, B
nombre de parties gagnées lintervall {626,708} [l
[626; 70@ et comme intervalle de fluctuation {0.313,0.354} flacele) 5% (1 by w2
95 % de la fréquence de gain lintervall Tarmind W

x—1—a

[0313 ; 0354

mﬂua(zuoo,l,o.w While 1<
3 2
(L'écran  ci-contre  propose aussi  pol e | e
information les intervalles de fluctuation a 99 ¢ {0.3065,0.3605} =17
du nombre de gains et de la frequence) Torming NPF {{‘Z’;}}
Disp ———

n
| EndPram

Quelle que soit I'option choisie, la fréquence atée est largement en dehors de l'intervalle detdiation.
Au risque 5 %, I'hypothese que le dé est équiliieat étre rejetée. (Elle I'est aussi au risque dovhme le
montre I'écran ci-dessus).

3. Conclusion et commentaire

1. Le dé étant maintenant reconnu comme non équildirée connalit pas la probabilgéle gagner avec ce
dé. Voici I'occasion de faire la distinction eningervalle de fluctuation et intervalle de confianc

Dans I'étude de la situation, on a supposé le déiBig, la probabilité de gain était supposée ég‘a% . Les

fréquences de gains doivent en principe fluctueswaule cette valeur.

Cette hypothése étant rejetée, on est amené anmetda raisonnement (et a poser la question awes) :
Peut-on estimer la probabiligéde gagner en jouant avec ce dé sachant que sum200€s la fréquence de
gain observée est 0,245 ?

- . . 1 1 .
La probabilit¢ que p appartienne a ["intervalle| 0245-—— ; 0245+——| inclus dans
+/2000 72000

[0,222 Gi2010 ;026%, est supérieure ou égale a 0,95. Au seuil de @oodi 95 %, on peut affirmer que
0222< p< 0268

2. La situation étudiée ici rappelle étrangement leda bonneteau ou il s’agit de découvrir la dameadeir
parmi trois cartes (les deux autres cartes sormtesdues rois de pique et de tréfle) manipulées lpar
bonneteur devant les badauds qui essaient de das/maouvements des cartes. Apparemment, il y si aus
une chance sur trois de découvrir ou se trouvaraedde cceur.

Il'y a cependant une différence fondamentale desrdeux jeux.

Si I'on s’en tient aux regles définies dans I'éndne jeu qui nous est présenté nécessite un dtesCh dé
est pipé (il faut bien que le forain soit rémunér§ mais le résultat du lancer de ce dé dépenddjosme
du hasard (en supposant bien entendu que I'organisa’a aucune influence sur le résultat). Il g'agen la
d’'une expérience aléatoire. Le calcul des prolabilest pertinent pour aborder cette situation.

Au contraire, dans le jeu du bonneteau, le résdiégend uniqguement du bon vouloir du bonneteundeq
fait gagner provisoirement le badaud crédule daileperdre ensuite au moment propice pour lui iseut
plus d'argent. Le hasard n’y a aucune place eatiabd pigeonné n'a au bout du compte aucune cltence
gagner. Ce jeu n'a rien d’aléatoire et tout catigiprobabilités serait hors de propos.
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ESD 2014E -13 : Fluctuation d’échantillonnage

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

Le pble recherche d’'une entreprise a recruté a@s tlernieres années soixante-quinze personnest Vin
d’entre elles sont des femmes. Sachant que daesieur concerné 37 % des dipldmés sont des fenumes,
responsable syndical souligne la sous-représentdéie femmes au sein du pole recherche.

Quels arguments mathématiques peuvent appuyeeaudinettre en cause son affirmation ?

B. Les réponses proposées par deux éleves de seeond
Eleve 1
La proportion de femmes recrutées dans le p6ledes0/75= 027, soit 27 %, ce qui est nettement

insuffisant par rapport aux 37 % de diplémés. Ledsgaliste a raison, c’est le probleme dont ils patlé
hier aux infos.

Eléve 2
Je peux appliquer les résultats sur la fluctuatiamec n=75; p=037. D’aprés ma calculatrice,

I'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % {Sﬂ)—% ;P +i} =[O,25 ; 0,49]. On est dans lintervalle,
n n

il 'y a pas de discrimination.

C. Le travail a exposer devant le jury
1. Commentez le travail de chacun des deux élévemettant en évidence leurs acquis et leurs erreurs
éventuelles.

2. Proposez une correction de l'exercice telle quesvtiexposeriez devant une classe de premiéere
scientifique.

3. Présentez deux ou trois exercices sur le thiuotuation d’échantillonnagedont I'un au moins fait appel
a l'utilisation d’un logiciel
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2. Eléments de correction

L’exercice propose une application de la fluctuati®échantillonnage concrete et tirée de I'actéatbmme
le souligne I'éléve 1.

On peut éventuellement attribuer comme objectiteegercice une réflexion sur les divers typestéiivalle
de fluctuation en usage (méme si un seul d’entxeestiau programme).

1. Eléve 1.

Ses acquis :

Cet éléve sait s’engager dans une démarche : getlensiste a calculer la proportion de femmes dans
I'entreprise et a comparer empiriguement cette gntggn a la proportion de femmes parmi les diplomés
Pour mener a bien ce calcul, il a su extraireadtetr I'information utile.

Ses erreurs :

Cet éleve n'a pas compris le sens de la questionpagticulier ce que le professeur attendait comme
« arguments mathématiques ». Sa conclusion detec msuffisante » est purement subjective, elldutita
une opinion et non un argument basé sur un criter@écision. On peut penser que cet éleve a ébénmaié

par l'actualité (« on dit que les femmes sont gepséesentées parmi les cadres, voici un cas évident

La réponse de cet éléve n'est pas recevable.

Eléve 1.
Ses acquis :
Cet éleve a identifié le sens du probléme et éhsisit et utiliser & bon escient 'outil mathématgadéquat.

s : . . . 1
Il sait déterminer correctement un intervalle dectilation (le sens de ses arrondis le proud@7 - —

V75
1 1

est arrondi par défaut eﬁ,37+i par exces, I’intervall{ 037-— ;O,37+—} est bien inclus

V75 V75 1 75

dans [0,25 ;0,49] ). Il a probablement calculé au préalable |epoat % dont il ne fait pas mention

02014

explicitement.

Ses erreurs :

Cet éléve n'a pas percu les limites de la notiofiwtuation. Selon lui, le fait que la proportide femmes
parmi les recrutés (qu'il aurait di mentionner é@imment) soit dans lintervalle prouve la non
discrimination.

Il confond la conclusion correcte :

«f est dans l'intervalle de fluctuation donc on netges affirmer qu'il y a discrimination »

avec la conclusion incorrecte qui est la sienne :

«f est dans l'intervalle de fluctuation donc on pdtitraer qu’il n’y a pas discrimination »

(En d’autres termes, cet éleve n’a pas pris conseielu risque de deuxiéme espece : accepter 'hgpet
nulle alors que celle-ci est fausse ; un résultat contradictoire avec I'’hypothése nulle ne propss que
cette hypothése est vraie).

La démarche de cet éleve est correcte, seule stusamn est a rectifier.

2. Tout d’abord une correction de I'exercice au niveaconde :

Argument pour « Il faudrait 28 chercheuses parmi les 75 nouveaasutés pour respecter le pourcentage
de femmes parmi les dipldmés, il y a un déficiBdehercheuses ».

Argument contre « On peut appliquer les résultats sur la fluetuaavecn=75; p= 037. L'intervalle de

fluctuation au seuil de 95 % e{sp—i i p +i} =[O,25 ; 0,49]. La proportion% de femmes parmi les

vn'" n
recrutés appartient a cet intervalle. Les données ah dispose ne permettent pas d'affirmer qual sous-
représentation ».
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Puis une correction au niveau premiére S en s@guoaht strictement au programme :

E 21 influct 1215
. ‘s . g ) (613 721} Define influct(z,p,5)= =
Au niveau premiére scientifique on est amené el
construire un intervalle de fluctuation a partir ¢ e
la loi binomiale. = el oA
L'intervalle de fluctuation au seuil de 95 % d Z{“r“s'” (0.37)1 (0.62)75") e
nombre de recrutés est I’interva[m)gjm1 ;36] 0 gt 7 ) e
z sz 20 0.029165 [|EndWhile
. La valeur observée est une extrémité de | Z{“c‘"‘“’” (037} (0:6757) i
intervalle. e e 15
infuct(75,0.37,0 95) nCrlmx) P (1-p)" e u
Au seuil de risque 5 %, les données dont | Po— s
dispose ne permettent pas d'affirmer qu’il y {oasnesro.s} f=2op
sous-représentation. rermine W\ {ab}
= EndPrgnf =

3. Commentaire

Le programme de premiére scientifique prévoit'exploiter 'intervalle de fluctuation a un seuilonné,
déterminé a l'aide de la loi binomiale pour rejetan non une hypothese sur ym@portion» et se limite
aux intervalles de fluctuation bilatéraux. Je mis swnformé strictement au programme dans la ctorec
ci-dessus. En tout état de cause, cette correctamh pas satisfaisante.

En effet, le programme impose que l'alternativéhgpothése « il n'y a pas de discrimination relatiau
sexe au niveau du recrutement » soit ; « la prapodes femmes recrutées par I'entrepasedifférentale
la proportion de femmes parmi les dipldmés » {@edire qu’'on envisage que cette proportion puéise
aussi bien significativement plus petite que sigatfivement plus grande). C’est le choix d’'uneetell
hypothese alternative qui conduit a construireniarivalle de fluctuation au seuil 95 % bilatérahforme
au programme.

Or, dans le contexte qui nous est présenté, letiqgnasment est tout autre. L'’hypothése alternagisie que

« la proportion des femmes recrutées par I'entse@stplus petiteque la proportion de femmes parmi les
diplébmés » (cette a dire qu'on envisage que gqatiportion puisse étre significativement plus getitais
certainement pas plus grande). Ce questionnemkrst,pertinent ici, améne a construire un intervake
fluctuation au seuil 95 % unilatéral, c'est-a-direintervalle de la form@ ; 75] oua est le plus petit entier

vérifiant P((X < a])> 005.

= 2] influct 12115 |
Define influct(s,p,5)= =]
20 0.029165 | ||prgm
Z[“C"US-’} (0 37)1 (o 63)75—:] It;ocalx,y,n,v,a,b
L’écran ci-contre que dans ce cas=21, 70 By
lintervalle de fluctuation unilatéral esl wmedrso027009) ‘ WW%
I'intervalle [21 ; 75] . (20263 s 5 (1p) o
10.266667,0.48 5 x+1—x
R EndWhile
La conclusion n'est pas la méme. Au seuil ¢ ..., -
. . . . = Gt While #E—
risque 5 %, on peut affirmer qu’il y a bien un T 2
sous-représentation des femmes au sein {0,280 466667} S50 (o)
groupe recherche. Termne | neWhile
21 0.065442| W|Disp {a,b }
Z{ncl{vs,z} (0.37)" (0.63)75‘f} DispM
i=0 = EndPram El

Cet exercice se préte trés bien a faire percewoilifférence qu’il y a entre un test bilatéral et test
unilatéral en montrant d'une part que ce choix dépages hypothéses antagonistes choisies et d’patte
que, suivant le type de test utilisé, la conclugpent étre différente. Il me semble que le professgi a
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posé cet exercice ne peut pas se dispenser d’'pnalehgement. Ce professeur peut faire remarqueney

i=20( n . .
résultat : 2014 Z( J0,37' 063" = 0039 & 10° prés mérite réflexion. Il représente la probabitju’il y
=\
ait au plus 20 femmes dans un échantillon de 7Bmips représentatif du point de vue de la répantiti
hommes-femmes. Cette probabilité est plus grange 025 (seuil inférieur du test bilatéral) maisspl
petite que 0,05 (seuil du test unilatéral).

Un documerit d’'accompagnement de l'inspection générale souligrBans une démarche de prise de
décision, il est nécessaire de clarifier en premieu le choix des hypothéses pour formaliser un
guestionnement qui, lui-méme, dépend des préodounpatiu décideur liées aux enjeux (économiques,
sociaux, sanitaires, politiques, ...) de la sitoatiLe seuil devra également étre défini en amenaadnise en
forme mathématique. Ce choix des hypotheses déenanensuite la forme de lintervalle de fluctuatia
utiliser. 1l est donc nécessaire de veiller a ce ¢ forme de l'intervalle de fluctuation utiliséistoujours

en cohérence avec le questionnement naturellenneioiiti par la situation concréte, méme si pour des
raisons pédagogiques on se limite en classe aexviltes de fluctuation bilatéraux:

On ne saurait étre plus clair ...

Pour cette raison, I'exercice proposé par le jueyparait non-conforme au progranfroar la situation qu'il
met en scéne crée manifestement un conflit endreuéls qu’un strict respect du programme perrhetax
qui seraient en cohérence avec le contexte.

Il appartient au candidat de se faire sa propreiopi

! « Ressources pour la classe de premiére génétaleheblogique, statistiques et probabilités » payedocument de
juin 2011 mis en ligne sur le site eduscol/educatiqsource Ministére de I'’éducation nationaleJal@unesse et de la
vie associative DGESCO Mathématiques )

2|l s'agit d’un cas de récidive car, en 2013, unrexe semblable avait été proposeé.
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