Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2013 -c302 : Fonctions

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

1-x?

et g(x)=e 2

On définit surR les fonctiond etg par f(x)=e*"

Dans un repere orthonormé, on consideetC’ les courbes respectives des fonctibety, et le point
A-1;1).
1. Démontrer que les deux courbes admettent la nié@mgente au poir, que I'on notera.

2. Etudier la position relative de la coubet de la droite\.

3. Etudier la position relative de la courteet de la droite\.

B. Des solutions proposées par trois éleves de Temnale scientifique

Eleve 1
1. f(-1)=g(-1)=1 donc les courbes passent par le méme point. CQFD

Eleve 2
2. f(-1)=1 donc comme la fonction est croissante, elle restdessus dg.

Eleve 3
1. J'ai tracé les deux courbes avec le logiciel, at fait tracer les deux tangentes : elles sont égatela est
confirmé par un zoom et par le logiciel.
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C. Le travail a exposer devant le jury

1. Analysez les productions de ces éléves, en matta@vidence les compétences acquises dans le domain
des fonctions

2. Exposez une résolution de la question 3 de cetieeecomme vous le feriez devant une classe de
terminale scientifique

3. Présentez deux ou trois exercices sur le themaiéms dont I'un au moins s’appuiera sur I'utilisat
d’'un logiciel.

2. Eléments de correction

On peut assigner a cet exercice plusieurs objectifs
» Préciser ce que I'on entend par « position relatide deux courbes.
» Mettre en place d’'une méthode permettant d'étddig@osition relative d’'une courbe et d’une droite
(ou plus généralement de deux courbes).
» Savoir déterminer le signe d’'une fonction en repésas zéros et en étudiant ses variations.
» Préciser la notion de « point d’inflexion », notigai n’est pas un objectif du programme mais que
I'on rencontre a cette occasion.

Quant au travail a exposer devant le jury, il detiearromme il est devenu habituel pour suivre laendual
moment, un « relevé de compétences acquises ».

Voila de quoi mettre mal a I'aise, compte tenu gesductions d’éleves plus que fragmentaires dont on
dispose dans ce sujet.

A mon sens, une «compétence » est un ensembleawiBrss et savoir faire coordonnés permettant
'accomplissement d’'un certain type de taches. dompétence s’entretient, se cultive et s’enrichd.
professeur de la classe, qui mesure au quotidémlIlition de ses éléves, est évidemment le mieagepl
pour apprécier le degré d’acquisition d’'une compeégeapres plusieurs mises a I'épreuve (considéreng
compétence est « acquise » signifie que cette cempe est suffisamment enrichie pour mener a béinne
les taches auxquelles elle s’applique). En revanadever dans ce sujet des « compétences acquises
partir d’'une seule phrase réponse reléve de laarade. Une telle question, posée aux candidatsudated
contexte, semble incompatible avec le souci d'ugaraentation basée sur une preuve documentée.

Certes, cette notion de « compétences » en pédagagsente un intérét pour I'enseignant. A lui Benva
l'intention de ses éléves I'acquisition et I'enteatde compétences, plutdt que de viser une acetimulde
connaissances nhon reliées entre elles. Mais sseralette notion a ce niveau de systématisatiohaipse
perplexe.

1. Analyse des travaux d’éléves.

Eleve 1.

Cet éléve sait reconnaitre que deux courbes pgsaeaoh méme point (ce qui n’est pas une « compéten
mais un savoir).

Il utilise implicitement un théoreme en acte quiupait s’énoncer ainsi : « Pour que deux courbestaine
tangente commune, il suffit qu’elles passent paméme point ».

Sa réponse est incorrecte.

Eleve 2.
Cet éléve sait probablement reconnaitre une famctioissante sans forcément avoir recours a umilogdc
dérivée. Dans ce cas, on peut conjecturer un edsatz compétence » dans le domaine des fonctions :

G. Julia, 2014 E



Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

« savoir déterminer le sens de variation d’'unetiongar diverses méthodes ». Ceci dans I'hypothéseet
éléve a reconnu en la fonctiéa composée de deux fonctions croissantes, ouaiécrit : f(x)=exe*

by

(mais on ne dispose d’aucune information a ce @ppet dans I'hypothese ou cet éléve serait capable
d'utiliser d'autres méthodes dans d'autres circamsts ... Ce qui laisse tout de méme beaucoup
d’incertitudes ...

Ce qui est certain, c’est qu'’il confond la notiom ctoissance avec celle de convexité. Pour luicolabe
représentative d’'une fonction croissante est agudesle ses tangentes » et (certainement) « celle d’
fonction décroissante est au dessous de ses tasgent

Sa réponse est donc incorrecte. Pour lui fairermett doute son idée, on pourrait attirer son édtersur la
position par rapport a ses tangentes de la coefpésentative du logarithme népérien, par exemple.

A noter une expression a rectifier sans cependeigter outre mesure. L’éléve mélange en effepéas
numeérigue concernant la fonctibet I'aspect graphique concernant la courbe reptétea de la fonctior,

il aurait du écrire plus correctement : « comméolaction est croissantsa courbe représentativeste au
dessus dA » (selon lui ...).

Eleve 3.

Seul cet éleve-la fait preuve d’'une compétence i@steiment acquise, « savoir utiliser a bon esalest
outils logiciels ». Il maitrise en effet 'usageud'’logiciel de représentation graphique, logicigllqutilise
non seulement pour représenter les deux coutbes C' (donc pour expérimenter) mais aussi pour

déterminer leurs tangentes @net vérifier qu'elles sont identiques (donc poufcaber et valider). Sa
démarche est correcte.

A noter que le logiciel indique que les deux tangsnsont égales «en valeur numérique » et non
formellement. Il faudrait demander a cet éleve leuyalopriété des fonctiorfet g (plus précisément de leurs
dérivéespermet « d’étre sOr » que les deux tangentes semffdwrmellement égales.

2.1l est intéressant d’exploiter I'écran obtenu pélelve 3. La courb€ semble étre toujours au dessudde

tandis que la courb€’ semble « traverser » cette droite. Mais on ne padt tres bien ce qu'il se passe au
voisinage du poird, méme avec un zoom. Ces conjectures sont-eletesx? Comment les prouver ?

Les questions 2 et 3 de I'exercice sont liées. ématrche suivie dans la résolution la question2 sprise
pour la résolution de la question 3 et on fera amlele entre les deux résolutions pour souligesr
problemes « nouveaux » qui se présentent danskiqo 3.

On peut considérer pour la question 2 la fonctiofx) f(x)— x -2 et pour la question 3 la fonction :

:gj2014
v(x) = g(x) - x - 2, fonctions qui par construction s’annulent en Lds positions relatives des courlst

C’ par rapport & dépendent du signe de ces fonctions.

Pour déterminer le signe de ces fonctions, onrashé a étudier leurs variations et pour cela aéstsser
au signe de leur fonction dérivée. Par construdiassi, les fonctions dérivéesetv’ s'annulent en — 1.

Cependant, alors que I'étude du signeutieésulte facilement de la relationu:(x)= f(x)-1, I'étude du
signe dev’ pose probléme. En effet la relatiorv'(x)z —xg(x)—l ne donne aucune information exploitable
directement. C’est pourquoi on est amené a étadsem tour les variations de cette fonction efréé&’esser

a la dérivée secondes!'(x)= (x2 - 1)g(x) :

Les écrans suivants illustreront graphiquement sansmentaire spécifique les propriétésulet de ses
dérivées en parallele avec les propriétés elede ses dérivées.

En synthése, on retiendra comment une étude datiems couplée avec une détermination (ou une
localisation) de zéros peut permettre d'étudiesidg@e d’une fonction.
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d x>
La dérivée seconde de la fonctioest du signe
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On en déduit les variations de la fonctigh
Cette fonction est décroissante sur linterval

[—1 X 1] -, croissante de part et d'autre de ¢
gj2014

intervalle. Elle posséde un maximum en — 1, ¢ dx
est égal a zéro, et un minimum en 1, qui est é _
a—2.
i 0.5
i .
Si on veut conclure sur le signe de cef* 0-2 2
fonction, on est amené a étudier sa limite en +
ce qui permettra de savoir si zéro est valg \ﬂ_
intermédiaire ou non. £4(x)=—(v(x))
3 dx
Define {x)=f;(x)fxf2 Terming
Define dc)=fix)-x-2 Terminé
Defmefﬁ()z‘ix(y(x)) Terminé
. . Defineﬂat);:—x(v(x)) Terminé
lim (v(x))=-1, donc la fonctionv' reste
X - 400 S8 0
) L - A -
strictement négative sur lintervallg; +cof . La | :

) ] . ) . lim (p(x)) -l
fonctionv’ est une fonction tOUJOUfS negatlve, n iuw |

prenant la valeur zéro qu’'en — 1.

On peut conclure maintenant sur les variatio

de la fonctionv, elle est strictement décroissant
puis le signe de cette fonction. \\
4}5’ .

Il en résulte que la courk® est au dessus de
sur lintervalle ]—oo ; —1] et au dessous su
I'intervalle [—1; +oo[
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