Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2013 - 07 : Optimisation

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat
A partir de I'extrait de manuel donné ci-dessouspmofesseur a proposé I'exercice suivant a segeélé

1. Construire a l'aide d’'un logiciel un trianghBC de hauteurAH], ou H est sur le segmenB(], tel que
AH=4,CH=3etBH=4.

2.1. Placer un poirit! sur le segment®C], et afficher la longueuBM.
2.2. Chercher pour quelle position du pdifitla distanceBM est minimale. Quelle est alors la nature du
triangleABM ? Pouvait-on le prévoir ?

3. Déterminer la valeur exacte de la distafibtlorsqueBM est minimale.

B. D’apres le manuel Symbole seconde (Belin 2010)

On se place dans un triang&C. On désigne pafl le pied de la hauteur issue Aleet on suppose queH =
4 cm,CH = 3 cm etBH = 4 cm. Par un poir¥l du segmentAC], on fait passer une droite parallelefd]
gui coupe CH) enN. On désigne pafla longueur du segmeralM] (en centimetres).

1.1. Calculer la longue#cC.

1.2. Quelles sont les valeurs possibles de lablana?

1.3. Exprimer la longue @M en fonction dex.

2.1. Démontrer, grace au théoréme de Thalés Mjie= 4—% X
2.2. Démontrer, grace au théoréme de ThalésCiNie 3—§ X

3. En utilisant le théoréme de Pythagore, démonuer: MB? = x? —g X+ 32

4. A I'aide d’'un tableur ou d’une calculatrice, eiéhiner les valeurs ddB? lorsquex varie de 0 a 5 de 0,1
en 0,1. Quelle semble étre la valeuxdgii rend la quantit&1B* minimale ?

2

5. Démontrer, en la développant, I'expression tvaMB? =(x—§} +%
2

6. On pose, powd[0; 5] : f(x)=(x—§} +%.

6.1. Déterminer le tableau de variationfde
6.2. En quelle valeur dela fonctionf atteint-elle son minimum? Que vaut ce minimum ?
6.3. En déduire la valeur exacte de la distakiddorsqueBM est minimale.

C. Le travail a exposer devant le jury

1. Comparez les compétences mobilisées dans chaegrdedx versions de I'exercice.

2. Exposez une correction de la question 6 de I'ezerdu manuel tel que vous le feriez devant ungselae
seconde.

3. Proposez deux ou trois exercices sur le themgtirmisation ».
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2. Eléments de correction

On reléve dans la colonne « capacités » des progeande la classe de QuatriemeSavoir que le point
d’une droite le plus proche d’'un point donné espiled de la perpendiculaire menée du point a laitdre.
Cette capacité est a ce niveau de classe non lexigidis cependant proposeée.

Voici cette notion de point d’'une droite le plupghne d’'un point donné revisitée avec de nouveatils@u
niveau seconde. Il s’agit de chercher le point dié @C) d'un triangleABC le plus proche du sommét
Compte tenu des données de I'exercice, le triaAgI€ est un triangle acutangle. De ce fait, le piedade |
hauteur issue d& est un point du segmer ().

1. Compétences mobiliséés

L’exercice « professeur » est composé de deuxesarties deux premiéres questions traitent un @nadl
d’optimisation, la question 3 un calcul de longweur
L'intention de I'exercice professeur est d'amerms ¢léves a :

» Expérimenter en utilisant un outil logiciel (quesis 1 et 2).

» Emettre une conjecture et savoir argumenter paufirager cette conjecture (question 2).

» Etre capable d’élaborer et de conduire une dénwatiwira plusieurs pas (question 3).

Une résolution de la question 3 est par exempseilante :
Soit H le pied de la hauteur issue de Les trianglesAHB et AHC sont tous deux rectangles &h En
appliquant le théoréme de Pythagore dans chacuasiéeux triangles :

BH? + AH?2 = AB? =32

BH? +CH?=BH? +(AC- AH)? =BH? + 25-10AH + AH? =49
BH?+AH?=32_ _

On a donc obtenu<: giberjuiazold " 61y on déduit :AH = 08
BH? + AH? -10AH =24

L’intention de I'exercice « manuel » est d’amerex éleves a :
* Modéliser une situation géométrique a l'aide d’torection (principalement).
» Passer du cadre géométrique au cadre numériqueégutay traiter un probléme.
» Exercer l'intelligence du calcul : en organiser tifférentes étapes, choisir des transformations,
effectuer des simplifications. (L’énoncé se substitependant trés largement a I'éléve, on ne peut
pas dire que cette compétence soit vraiment « sébib>).

! Ce sujet est un véritable cas d'école illustréarnbiguité de cette question de « compétencesséepici de facon
embarrassante. Compte tenu du guidage de I'’éncat® gh version manuel, ou I'éléve est pris pardmrat conduit
pas a pas, il n'y a pas de « compétence » pagieuli mettre en ceuvre dans cette version maisnsenieles savoirs
ou savoir faire, permettant chacun d’avancer d’'as. j.'éléve doit par exemple savoir utiliser ledtédme de Thalés
puis celui de Pythagore (on lui dit de le faire .l Hoit ensuite savoir développer un carré etnaager une expression
littérale. Enfin, il doit connaitre et savoir uséir en situation les propriétés d’une fonctionésaurr

C’est seulement en effectuant une synthése demti@n de I'exercice, sous la direction de I'eégsant, que I'éléve
pourra peut-étre, en coordonnant les différentsisset savoir faire, acquérir une « compétenceoir REDCM page
13 a propos de la théorie des « petites marches »).

La version professeur est ici plus facile a cildlerce point de vue.
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Le choix «/AH = 4,CH = 3 etBH = 4 » facilite
le calcul deAC (le triangleCHA est un triangle
rectangle « 3-4-5 »).

[BM] est I'hypoténuse du triangle rectangl texie

BNM. Pour calculer la longueur de ce segment| /5.6 cm
faut commencer par calcullstN et BN.

AM=0.771 cm

Le triangle CNM est une réduction du trianglq
CM _5-x
CHAde rapport—=——-.
PPO A =75 B

Sans indication d’énoncé, le calcul Bi®l améne
a celui deBN et MN qui améne a celui dEN et
deCM.

On comparera avec l'ordre dans lequel ces
longueurs sont calculées en suivant I'énoncé.

2
4 784 .
- +E (on pourra montrer comment cette expression

2.0n soulignera I'intérét de I'écriturmB? :(x— c

a été construite, a partir du « début de can?reg X »)

3. Voir REDCM pages 57 puis 146 a 149.

3. Conclusion

L'objectif de I'exercice « manuel » est deettre en place une méthodai pourra par la suite servir de
référence. L’éleve y est censé apprendre commedéliser puis traiter une situation a I'aide d’uoadtion.
Toutes les étapes de cette démarche sont explaitgonésentes au fil de I'énoncé :
* Le choix d’'une variable (explicité dans I'énoncé lui-méme, la longuédu).
* L’intervalle d’étude (1.2).
+ Le calcul des grandeurs utiles (1.3 & 2.2) permetta construire la fonction objechfB? (3).
* Le traitement mathématique (5 a 6.2) ou I'on appr@@tudier les variations d’une fonction trinéme.
» Laconclusion (6.3)
L’exercice « manuel » choisit d’autre part le pxétede ce probleme d’optimisation pour entrainerdiéves
a des techniques de calcul propres a I'étude dfometion trinbme (mise sous forme canonique et
application).

Pour atteindre ces deux objectifs, il appartienteaseignant, aprés la correction proprement dite,
conduire une synthése a propos de « qu’est-ce ca'tait dans cet exercice », de revenir sur le dmut
I'exercice (minimiseMB?) et sur la démarche qui a permis d’aboutir (sogides différentes étapes).

Une autre synthése, plus technique, comparerackeifé dans le traitement du probléme de chacase d

2
expressionsMB? = x? —§x+32 et MB? :[X_gj +72—8:54 et montrera pourquoi la deuxiéme expression

est, dans ces circonstances, davantage « parlante »

Deux critiques apparaissent :
» L'objectif de I'activité n’est pas explicitement m#&onné avant la question 4. Il n'y a aucun fil
conducteur dans cet énoncé, on avance sans sadano/a.
* Le probléme d’optimisation abordé est un problétéenéntaire qui peut étre résolu tres simplement
en raisonnant géométriquement. Est-il utile deirsone artillerie aussi lourde a cette occasion ?
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Pour mettre en évidence les qualités d’'une nouvédimarche, encore faut-il que celle-ci se montre
opportune, performante et compétitive. Est-ce Igegas ? On est en droit de faire preuve d'un iterta
scepticisme devant une telle usine a gaz ...

Le « professeur fictif » auquel le jury a fait appedonc de solides raisons d’avoir construit unvsb
énoncé. Son intention, tres différente de cell€a@rcice « manuel », est clairement d’ameneréléses a
se familiariser avec l'usage d'un logiciel de gétmirédans une situation tres simple, a construirs p
exploiter une figure dynamique. Il vise a promouvaine forme de démarche scientifique :
« Expérimentation, conjecture, démonstration »dgwira étre reprise ultérieurement dans des singaptus
périlleuses. La question 3 améne ensuite a mettpbage un raisonnement complexe.

Voici une proposition pour améliorer la facon d’ar@eune étude de fonctions trinbmes comme le stauhai
I'’énoncé « manuel » et qui pourrait davantage cdjaitention des éleves ( ?) :
« Proposer I'exercice « professeur » sans la trosigomestion. On conclut qugM et son carrd&M?
varient lorsqu’on fait varier la position dé sur [AC] et que le poinM tel queMB est minimum est
le piedH de la hauteur issue de
« Peut-on exprimeBM et son carr®M? en fonction de I'une ou de l'autre des distanabdsou CM
choisie comme variable ?
« MB?est une fonction trindme de la variable choisiem@ent étudier les variations de cette fonction
et déterminer son minimum ?

Si on poseAM =x, on arrive a l'expression :

MB? = f(x) = x? —§x+32

Si on poseCM =x, on arrive a l'expression :

MB? = g(x) = x? —%2x+49

La question 5 de I'exercice « manuel » suggé (0.8,31.36) (4.2,31.36)
une autre écriture de la fonction trinorle)
efficace pour obtenir les variations flet son

minimum.

Pour fixer cette méthode d’étude de variation

on peut proposer aux €léves d'étudier « de 2 v
méme maniére » les variations de g, |! 0.2 6
éventuellement de la représenter graphiquem o

(plutdt dans un nouveau repére, puisque Ta
variable ne représente pas la méme chose).

En conclusion, on remarque la concordance destaésullLe point réalisant le minimum est le point d
segmentBC] situé a 0,8 cmdA et a 4,2 cm d€.

Dans ce cas AM? + BM? = 064+ 3136=32= AB? et CM? + BM?2 = 1764+ 3136=32=CB?. D'aprés
la réciproque du théoréeme de Pythagore, les tieaddViB et CMB sont des triangles rectangles et le pMnt
en question est le pied de la hauteur issuk. de
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