Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2012 - 14 : Conjecture et démonstration

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

Le périmetre d'un triangle isocéle vaut 1. Rechercjuelles doivent étre les dimensions de ce tiéapgur
gue son aire soit la plus grande possible.

B. La solution proposée par un éléve de premiére

Je résous le probleme avec un logiciel de géoméfaeconstruis la figure avec un curseur a erfret 1,
qui représente la longueur des deux cbtés egaurpikieme longueur est alofs-2a.

Je ne peux construire ce triangle, a l'aide de tegcque si a est ents25et0,5.

Je demande l'aire du triangle et en faisant vari@rvaleur du curseur, jobtiens une aire maximake d
0,04808si a= 033, soit le tiers du périmétre. |l faut donc quetrdiangle soit équilatéral pour avoir une
aire maximale qui est alors égal€a04808

C. Le travail a exposer devant le jury

1. Indiquez les aspects positifs de la productiooeatetleve et précisez I'aide que vous pourrieafyorter.
2. Proposez une solution de I'exercice telle quesMaxposeriez devant une classe de terminale tHiigre.

3. Présentez deux ou trois exercices donnant ligwe&conjecture suivie d’'une démonstration.
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2. Eléments de correction

L’exercice proposé est un exercice ouvert entransda catégorie « probléemes avec prise d'iniativLa
production d’éleve a analyser en témoigne.

1. Analyse de la production d’éléve

Aspects positifs
De facon générale, cet éleve fait preuve d'inittilans sa résolution et expose clairement sa démar
Concernant la démarche de résolution de I'exerdieeméme :
» |l choisit un paramétre pour décrire la situatitan longueur d’'un des cbétés de méme longueur du
triangle isoceéle).
* Techniguement, il associe un curseur au parameh@sic lui permettant de dynamiser
commodément la figure.
» |l se préoccupe de l'intervalle dans lequel doitrseivera pour que le probleme posé ait un sens
(pour gue le triangle soit constructible).
« Il a une attitude critique par rapport au résutpail obtient (en assimilant la valeur 0,33 réatisa

son maximum empirique a 3 g’ valeur dea qui Ilui donne un triangle solution

« caractéristique »).

Aspect négatif
En se basant uniguement sur son observation patifigu sa réponse, cet éléeve confond conjecture et
démonstration.

Aide possible
Ce n'est pas d’'une « aide » dont cet éléve a patement besoin (il a trouvé la réponse ...) mais@’u

« objection » mettant en cause la validité de sisonnement. Il s'agirait de faire comprendre aétéve
gu’un compte rendu d’observation ne peut tenir deypreuve. La principale « objection » a faire@sur le

passage de 0,33—;@1, franchi allégrement par I'éleve : « Qu’est-ce tmiitorise a assimiler 0,33%1? Est-ce

que tu es sdr de ta réponse, ou bien est ce daaltutes seulement ? ».
Lorsque que cet éléve aura convenu que « c’estpleiment ca mais ce n'est pas démontré » et qud a
fait la distinction entre « certitude » et « préption », alors seulement on pourra envisager waide<».

Cette aide aurait pour objectif de 'amener a cleanlg stratégie et a élaborer une preuve valider. &aa,
on peut lui demander d’effectuer avec son logicigd capture de données et d’étudier la variatiobaite
en fonction du c6té (vu sa virtuosité, il doit sevaire ¢a). L'allure du nuage de points « cotéeai suggere
que l'aire est fonction du c6té mais sans qu'it possible d’identifier la nature de la fonctiongurestion. II
restera a faire exprimer algébriquement cetteeairfonction dea et a étudier la fonction obtenue.

(172_0)_10_7% Terming
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Dans I'étude de cette fonction, au niveau d'uf~="™ ' 2 I2==3

classe de premiére, on peut orienter vers | 2=xlslaa) a=t

resolution a l'aide d'un logiciel de calcul forme SH e
3 36

(outil « maximum d’une fonction »).

L’éleve a pour tache de diriger l'analyse de
fonction « aire », le logiciel exécute les calcgise
I'éleve n'est pas en mesure de faire & ce niveau
classe.
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2. On reprend I'idée du parametiele I'éleve de premiéngour représenter la situation.
Dans un premier temps, on détermine l'intervallasdkequel on peut faire varier Les c6tés ayant pour
longueursa et 1-2a, et compte tenu par ailleurs de I'inégalité trialaye 1-2a<a+a, on peut faire

1.1
variera dans l'intervalle| =
4 2 gilbertjulia2013

Il s’agit ensuite de trouver I'expression de kadu triangle :

2
1 / 1 L
e Soit on calcule la hauteur issue du sommet pnm,c\% szaz _(_ —aj = a—Z , et on en déduit

laire : Sa) =%(1— 2a)1/a—% . C'est la solution attendue.
* Soit aussi on peut utiliser la formule de Héron guprime l'aire d'un triangle en fonction
uniquement des longueuasb, cdes cotés S=,/p(p-a)(p-b)(p-c) olp est le demi périmétre.

Elle donne ici: Sa)= 1 a)k l—(1—2a) = l—a] 1f2a-1) . cependant, les éléves ne
2 2\ 2 2 2 2

connaissent pas cette formule, je la mentionne p@moire.

Une fois la fonction aire déterminée, il reste &efactuer une étude sur I’intervalﬁc—:;ll— : ﬂ . La dérivée de

la fonctionS est une fonction contenant un radical dont on déierminer le signe. En principe les éléeves

vont obtenir : ' =% —21/a——+21/£ ou une expression équivalente. Une transformation
1 —A(a—ij+1—2a 1-3a
algébrique s'impose (exprim& sous forme de quotient)S'(a)zz = :
L L
4 4

La fonctionS’est du signe d&—3a. La fonctionSprésente un maximum poar:%.

Terminé @
En classe de terminale scientifique, il est questiglon le  |pefine s(a)=(12alj:
programme d’étudier, entre autres, des fonctiofassant i) =
intervenir des radicaux. de 2 2fear
Le programme indique quel’€tude des (...) fonctions ser3 solve(ﬁs(a))zoja) a-d
motivée par la résolution de problémes : elle njeest une Jiet  zat NE—y
fin en soi» puis que ©ans le cadre de la résolution de | Tﬁz-@)
problémes, I'étude d’'une fonction se limitera lapl getDencm| {¥aTL e ) o
souvent a un intervalle. : 2wl 5
Nous sommes bien dans ce cadre. L’écran ci-coasuame (EJ 35
les principaux résultats. A4 possis ||

799
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3. Pour aller plus loin

La figure obtenue par I'éleve de premiere. Il €
probable gu’il a réglé son curseur de 0,25 a (
avec le pas 0,01. Le logiciel a donné c
affichage, et I'éleve a deviné que la vale

: e . 1
optimale était pIutotgj2 33 que 0,33.

01

1-2-¢ 0.34

$5=0.048083 cin?

0.05 cm

On a effectué une capture de données concert
la mesurea du coté et laire du triangle
correspondant. La représentation graphique
nuage de points associé a cette allure. Le pg
du nuage d'abscissa = 033 est celui dont

I'ordonnée est la plus grande.

On a maintenant superposé la représentat
graphigue de la fonction aire. |l reste a faire u
analyse de cette représentation graphiq
(recherche du sommet de la courbe) et
confronter avec les résultats algébriques.
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4. Commentaire

<« Je résous le probleme avec un logiciel de géomegtdanonce I'éléve. Peut-on ainsi « résoudre » ? La
réponse est catégoriguement non.

Voici une excellente occasion offerte a I'enseidrfaour situer la place de I'utilisation d'un logiti ou de
tout autre moyen d’investigation, dans I'activigérésolution de problémes.

Nous avons évoqué ou utilisé dans I'étude de cel¢gmee plusieurs applications logicielles : les agtions
« géométrie», «calculs» et «graphiques». Leurs emplois sont a distinguer les uns dagswut

L’application «géométrie» est utilisée par I'éléve en entame de résolygor’est ainsi que nous pourrions
l'utiliser nous-mémes. Son role est de faire comgre comment se présente la situation, elle naore a
voir » : I'aire est fonction du c6té, I'existenceid maximum de l'aire est mise en évidence. Sardmriion
se limite la. L’essentiel de l'activité de résotutj le raisonnement, nous incombe entierementeu&|
outrepasse les capacités de cette applicationmaen tles conclusions de ce qui n’est gu’'une observeCe
gui nous est donné a voir par le logiciel doit nmeéter au raisonnement, en aucun cas le remplacer

L'application «Graphiques» permet de préciser la position du maximum faltlu nuage de points) et de
contréler la pertinence de la fonction obtenue éspsition du nuage et de la représentation graphig la
fonction aire). C’est la déja un traitement defbmnation. Il n'y a cependant pas d’avancée déeigar
rapport a I'application précédente. Il faudrait mmder une analyse de la représentation graphicuiee «
(faire repérer par le logiciel le sommet de la ba)rpour franchir un pas important vers une sautio
recevable.

L'application «Calculs » intervient soit par I'outil « maximum d’une fdian » soit par I'outil « dérivée »
combiné avec I'outil de résolution d’'une équati@ette utilisation est radicalement différente. Edttis,
nous avons mené un raisonnement et commandé unercke (nous avons déterminé la fonction aire et
convenu gu'il fallait en rechercher le maximum). logiciel est un exécutant, nous restons les nwmiite
jeu. Le recours au calcul formel est de ce faitelggitime. Il peut contribuer de plein droit adémarche

de résolution du probléme et devenir un outil deakéstration.
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