Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2012 - 09 : Probabilités

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

On lance deux dés équilibrés a six faces, I'umagge et I'autre est noir. On s’intéresse a la serdes
nombres qui apparaissent sur la face du dessus.

Le dé rouge porte sur ses faces les numéros :21,31:4; 4.

Le dé noir porte sur ses faces les numéros : 2;42;5; 5.

1. Combien y a-t-il d’issues ? Sont-elles équipbdes ?

2. Obtient-on plus souvent une somme supérieuégale a 7 ou bien une somme inférieure ou égale a 7
B. La solution proposée par trois éleves

Eleve 1

1. ll'y a 36 issues équiprobables car les deuodéé faces chacun.

2. "la somme est supérieure a 7" est le contdairkévénement "la somme est inférieure a 7".
Ainsip(S<7)=1-p(S>7)etdoncp(S<7)Sp(7)=0,5.

Eleve 2

1.

Dé rouge 1 1 2 3 4 4
Dé noir 2 2 3 4 5 5
Somme 3 3 5 7 9 9

Les sommes probables sont donc 3, 5, 7 et 9. lhnggs équiprobabilité car 3 arrive 2 fois et 5 o

2. On obtient plus souvent une somme inférieurégale a 7 (dans 4 cas) qu’une somme supérieure ou
€gale a 7 (dans 3 cas).

Eleve 3
1.1lya7issues probables: 3, 4, 5, 6, 7, 8290i de probabilité est équirépartie car les stigt équilibrés.

2. A l'aide d'un arbre, je vois qu’on obtient plssuvent une somme inférieure ou égale a 7 (dana8
gu’une somme supeérieure ou égale a 7 (dans 13 cas).

C. Le travail a exposer devant le jury

1. Analysez la production de chaque éléve en mettaétvidence les compétences acquises dans lerdgomai
des probabilités et en précisant I'origine de sesittielles erreurs.

2. Proposez une correction de I'exercice telle queswexposeriez devant une classe de seconde.

3. Présentez deux ou trois exercices sur le theprebabilités », dont I'un au moins nécessite la mise en
oeuvre d’'une simulation a I'aide d’'un tableur.

2. Eléments de correction

Le but de I'exercice est d’étudier quelques prdpsdl’une expérience aléatoire consistant a laseex dés
équilibrés. La premiére question fournit une ocmasle se pencher sur la notion d’espace probaleitisie
variable aléatoire défini sur cet espace. La goegidevrait étre prétexte a un débat concernaradaiction
mathématique, en langage des probabilités, detlamoommune « telle chose se produit plus sougast
telle autre ».
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1. Analyse des travaux d’éléves

Réussites

Echecs

Causes possibles

Eleve 1

QL.

Réponse correcte bien que
justification soit maladroite, i
parle de dés «a 6 faces » s

référence a un « équilibrage >

(cet éleve choisit implicitemer
'univers Q;).

SI(ljln’a probablement propos
aucune schématisation
arq,sa pas identifié Ie_s 3¢
«issues », ~ce qui V
f’empécher de calculer I'un
ou lautre des probabilité
de Q2)

—

e
I
5 Est-ce que pour lui tous lé
adés a six faces so
eéquilibrés (?)

S

2S

Q2

liant le
deu

Connait la formule
probabilités de
évenements contraires

Réponse incorrecte.

SLes deux évenements cit
Kpar cet éléve ne sont p
contraires, ils ne réalise
pas une partition d@;.

Soit il pense que deu
évenements contraires o
5£oujours des probabilité
- egales, soit il a confond
es symboles<et>etac
devoir résoudre I'équatio

X =1-X.
gj2013

Al

-

[« 7))

ru

=)

Eleve 2

Q1

Aucune

Modélisation incorrecte pg
un univers a six issu€
(comme si les dés étaie
liés).

r
sN'a pas acquis la notio
nimplicite d’univers produit

=)

Q2

Sait quen <cas de g
équirépartie la probabilité d'u
événement est proportionne
au nombre d’issues.

>

La réponse donnée a ce
guestion est compatib
avec la modélisation gu'il
faite de I'expérience

ite

jSY

Eleve 3

Q1

Semble avoir répondu a de
questions  différentes: e
«issues » sont pour lui I
valeurs prises par la variab
aléatoire « somme de
numeéros ». Mais il travaille
semble-t-il, avec I'universQ,
sur lequel il 'y a bier
équiprobabilité.

éréponse.

|1 I'on interpréte son texte
»da lettre, la «loi de
_probabilité » se rapporterg
aux sommes  obtenug
(plutdt  « possibles que
« probables »).

#N’a pas su communiquer $

’6I1_’ambigu'|'té de I'énoncé

_provoqué celle de s
@réponse. L’'équiprobabilite
dont il parle ne semble pa

>®btenues, mais bien a s
universQ;.

l'se rapporter aux somme

Q2

Il a schématisé correctement]
'aide trés certainement d'u
arbre a 36 branches. Répor
correcte.

Q-

se

Sa réponse pertinente
cette question montre qu

par la consigne de |

cet éleve a été déconcer

guestion précédente.
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2. Une correction de I'exercice.

Le professeur qui a posé cet exercice doit faireral@ honorable : la question 1 est mal posée fil es
manifeste par exemple que I'éleve 3 a compris faaton et sait la traiter mais n'a pas compris la
consigne) ; « Définir un espace probabilisé pemnetide décrire la situation » serait une formurkatio
préférable. Peut-étre est-ce volontaire, de fagonéar un questionnement a propos de la significatiu
mot « issue » (En tout état de cause, il appattanatandidat de lever ce lievre).

Tout dépend de la modélisation que I'on choisitrpdécrire I'expérience. Il y a donc plusieurs régpem
possibles.

Modélisation 1 :

Un premier universQ; susceptible de décrire la situation est I'ensemitds 36 couples de faces

gj2013(ri ;dj) muni de la loi équirépartie. Une « issue » estdamcouple de faces « dé rouge / dé noir ».

Pour cette modélisation, on peut s’appuyer suirrgagux des éléves 1 et 3.

On peut en effet schématiser cet univers soit parhre a 36 branches comme I'a fait probableniélévie

3 soit (ce qui apparaitra plus pratique) par uthetab 66, comme ci-dessous. L'avantage de ce choix est
gue, la loi de probabilité sur cet univers étantiggpartie, la probabilité d’'un évenement est prioponelle

au nombre d’issues qui le réalisent.

Modélisation 2 :

Un deuxiéme univerg, est I'ensemble des 16 couplfs ;y,) de numéros observés. Une « issue » est un
couple de numéros observés. On peut aussi schémagisunivers soit a I'aide d’un arbre, soit adé&d’un
tableau. Pour obtenir cette modélisation, on peygpsiyer sur le travail, trés rudimentaire certis)'éleve

2 : cet éleve a tenu compte des différents numeénass il faut arriver a faire « croiser » les nuagdu dé
rouge avec ceux du dé noir.

Avantage le nombre « d’issues » est plus petit. Si on sihda schématisation par un arbre, cet arbre
possede 16 branches (alors que l'arbre de I'éleymsseéde 36 branches, ce qui est a la limite de la
faisabilité).

Inconvénient la loi de probabilité sur cet univers n’est pagligpartie puisque le numéro 1 rouge par
exemple a une probabilité double de celle du nurBémuge. Il faut donc la construire et déterminenr
chaque issue, la probabilité qui lui sera affecBgmns le cas d’'une schématisation a l'aide d’'utetah on

est obligé de faire figurer dans chaque case lbgitité affectée. Cette fois, un arbre est plagigue qu’un
tableau, car il est commode de pondérer chaqueleatte I'arbre par sa probabilité. Un exemple dest
donné page suivante).
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Modélisation 3 :

L'univers Q; = { 3,4,5,6,7,8,9} des sept sommes possibles. Il yte<@eu d'issues, mais on ne peut pas
construire facilement une loi de probabilité sut cmivers. Il est nécessaire denvisager, au moins

implicitement, I'un ou l'autre des deux univers @dents pour construire la loi de probabilité Qur

L'univers qui décrit le mieux I'expérience concresemble étre I'univer®), (les dés sont discernables

puisque de couleur différente, tandis qu'a vue enpeut pas distinguer quelle est la face apparente
lorsqu’elle porte un numéro doublé).

Quelle que soit la modélisation choisie, on doteolr H{S>7) =13 o As< 7):33 =1

gilberjulia2013 36 36 9

Un exemple d’arbre. On considére qu’on lit le réauld’abord sur le dé rouge puis sur le dé noirsLe
probabilités sur les branches de deuxiéeme géndratat un statut de probabilités conditionnelles,
'indépendance des deux lancers justifie leur poatign.
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3. Voir REDCM pages 180 a 203. Une simulation peg étilisée soit pour conjecturer un résultat erutiéb
de résolution ou pour valider une réponse en finédelution (dans la série « obtient-on plus sotuven
par exemple) soit aussi pour fournir une banqueéatmées (comme dans le dernier sujet de la sed'sical
2012).

3. Pour aller plus loin

3.1. Une critique de I'exercice

Dans la série des exercices « obtient-on plus smuve» que I'on peut trouver dans tous les manues,

exercice ne me parait pas trés bien placé. Orirdaiter sans trop de peine nettement mieux.

Outre 'ambiguité déja signalée
gilbertjulia2013

de trouver dans le commerce des dés ainsi numgsitéans grand intérét.

de la question 1, je trouve la situation artifiei€je mets au défi

De plus, la question 2 ne permet pas de discrindsesolutions incorrectes. L'éléve 2 est d’acquudr dire
gu’on obtient plus souvent moins de 7 que plus.ddri7éléve qui aurait modélisé p@g et qui dirait que

« strictement moins de 7 arrive 10 fois et stri@ahplus de 7 n'arrive que 3 fois » serait d’acdaicussi.
De tels éléves donnent donc eux aussi une «bo@pense » malgré une distribution de probabilité
incorrecte et ne sont placés devant aucune codatidi

Dans cette situation, la question « obtient-on ptussent plus de 6 que moins de 6 ? » serait @rspnte.
Au candidat de corriger ce défaut dans I'un depsepres exercices et de trouver une situation Banelle
I'analyse probabiliste va contredire la « foi dadsonnier ».

3.2. Une simulation ... quand méme

Vu la fagon dont le sujet était posé, le jury at@hune simulation dans autreexercice. Mais vous étes ici
pour vous entrainer !

{rglhnol)} {15} ”rg; eﬂreg(;strememt effectué
{rgf) o)} {12} | fpetnerol=
(el 2 oo
{ref) o} {22} [pncin{ie]-x
{@Oy””()]’ { . 2} Ee;u}-m when(x<3, 1,When(x=3,2,when(x=4,3,4)))
(o)} fa [
Commencons par simuler un lancer du dé rouge é&nger {0} {14} [ o ER
du dé noir \ Define nol|=
* F
e
mndlnt( 1,6) -+
Returm \vhen(x':S,Z,When(x:S,3,\vhen(x:4,4,5)))
EndFunc
799
{eloal) EB] E
. y . o {7'8(1”00} {4,2} Func
Le programmesd09muni d’un argumenh simule une série [ Taz) feeatc
de n expériences. Il crée quatre listgslusept et moinsept | {u).(} {14} g;ii:‘ﬂ;jn*(;qWhen(x:“men(xzm.
enregistrent 1 si la somme des « dés » est supgeuegale |=2«0) Terminé Mendfunc '
(respectivement inférieure ou égale) a 7 et zérmrsi | ]
Facultativement,plusix et moinsix enregistrent 1 si la 7w 19719 o ER
somme des « dés » est supérieure ou égale (resmeetit ;... fpeine ol
inférieure ou égale) a 6 et zéro sinon Leplia oty
randInt|1,6)-x
1f<6 Thén Return \vhen(x(SJ2,\vhen(x:3J3,when(x:4, 4,5):
ér;;l?fo insix(k EndFunc
EndFor
EndPrgm &
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)

Bplusept @moins.. Bplusix  [Bmeinsix Bfp7 - Bfm7  Hips  Wfme

* 1, =CUMSUMi=cumsum(=cumsum =cumsumtl
11 1 0 1 0 1 0 1 0

. 22, 0. 1 0. 1 0.5 0.5 05 05

Dans une pagdableur, on fait calculer les fréquencefis - o o oewr| o3m  ase|  omm
cumulées des évenements « obtenir une somme sweéoie 20—
€gale a 7 » et « obtenir une somme inférieure aleéy7 ». g, 0 5 0 ol s os us
Facultativement, on fait la méme chose pour lepéwents 77| o - 1 1] o4 s 0S| o
H Lo Z 2 H 8 8 0. 1 0. 1 0.375 0.625 0.5 0.625

« obtenir une somme supérieure ou égale a 6 »obtewir Y R e Ry s
une somme inférieure ou égale a 6 ». o] 1| D I
i 1. 1 1 1 0 0.455 0.727 0.545 0.545

i 2. 0. 1 0. 1 0.417 075 0.5 0.583

13 3. 0. 1 1 1 0.385 0.769 0.538 0.615#

14 =05

et enfin dans une paderaphiques, on trace les différents
nuages de points représentant les fréquencesst# eeles 7
commenter. Les fréquences des événements « ohteair
somme supérieure ou égale a 7 » et « obtenir umemeo
inférieure ou égale a 7 » sont « manifestemenfférdntes
(mais vous devez devant le jury donner un sens
« manifestement » c'est-a-dire justifier votre dosion a
I'aide de fourchettes au seuil de confiance 95dite qu’'un
nuage est « beaucoup plus haut que I'awtree suffit pas).

Quant aux événements « obtenir une somme supéroeur
€gale a 6 » et « obtenir une somme inférieure aleéy6 »,
une autre question se pose a leur propos : I'hgseth ces
deux évenements ont des probabilités égales »llestiae
hypothéseplausible?

005 .

@B # xom ] *efms 7] i

! C'est ce que I'on dirait sommairement si I'on dfrait par cette simulatior?Jj unephase de syntheserec des

2013
éleves. On ferait tracer les droite d'équatior13/36 ety = 7/9 et on se contenterait de constater qu'il pien
stabilisation des deux nuages au voisinage de tesl I'expérimentation confortant (on I'espérele} résultats
théoriques.
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