Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2012 -08 : Equations différentielles

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

L’exercice suivant a été donné en section de te@msupérieur (STS) :
Soit (E) I'’équation différentielle y'+y=1-¢e™*.
1. Résoudre I'équation différentielleJE y'+y =0.

2. Déterminer une fonctiomdéfinie et dérivable siR telle que la fonctioh définie suR par
h(x) = u(x)e™ soit une solution de (E).

3. Déterminer I'ensemble des solutions de (E).

4. Déterminer la fonctiog, solution particuliere de (E), vérifiant la condit initiale g'(O): 0

5. Déterminer les limites dpen - et +oo,
6. Déterminer les variations de
7. Construire la courbe représentativegatans le plan muni d’un repére orthonormal.

B. Un extrait des programmes de BTS

Equations différentielles

On s’attachera a relier les exemples étudiés aescehseignements de physique, mécanique et teghmolo
en faisant saisir I'importance de I'étude de phéeams continus définis par une loi d'évolution et un
condition initiale, et en faisant ressortir la si§oation ou I'importance de certains parametres ou
phénoménes : stabilité, oscillation, amortissemiétjuences propres, résonance,...

a) Résolution des équations linéaires du premierel(t)x (t) + b(t) x(t) = c(t).
On se placera dans le cas ou a, b, ¢ sont desiforsctdérivables a valeurs réelles et on cherches |
solutions sur un intervalle ot a ne s’annule pas.

b) Résolution des équations linéaires du secondeaiiccoefficients réels constants, dont le secoathione
est une fonction exponentielle-polyndtme exp(at).P(t)

Travaux pratiques

1. Résolution d’'équations différentielles linéaickspremier ordre.

2. Résolution d’équations différentielles linéaitkssecond ordre.

Pour les TP 1 et 2, toutes les indications pernm¢ttBobtenir une solution particuliére seront doesé|...]
C. Le travail a exposer devant le jury

1. Analysez dans quelle mesure cet exercice corneisao référentiel du BTS.
2. Proposez une correction des questions 2, 3adtedque vous la proposeriez a des éléves de BTS.

3. Présentez deux ou trois exercices sur le thedmuations différentielles», dont 'un au moins au niveau
BTS.
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2. Eléments de correction

L’exercice propose la résolution d’'une équatiofédéntielle du premier ordre : recherche de I'ertidendes
solutions, puis de la solution satisfaisant unediam initiale donnée. La fonction obtenue est uites
étudiée suR suivant un plan d’étude classique.

Il semble que cet exercice soit tiré d’'un manu¢hdiad’'avant la réforme des programmes de BTS.

2. Résolution des questions 2, 3 et 4.
L'ensemble des solutions de I'équation)(&st I'ensemble des fonctions de la formé(x) = Ae " ouAest
une constante réelle.

Question 2
* Son objectif est de déterminer une solution pdiéoel de (E).
» Le changement de fonction devrait aboutir & unegu différentielle que I'on sait intégrer.
* Si uest une fonction définie et dérivable Ruril en est de méme de la fonctidmdéfinie surR

par : h(x)=u(x)e™ et:h'(x) =(u'(x)-u(x)e™.

gj2013

« La fonctionh est solution de (E) si et seulementi sist une primitive de la fonctior— e* -1

e« L'ensemble des primitives dexe* - 1lest I'ensemble des fonctions de la forme
x> u(x)=e* - x+C ouC est une constante réelle. La fonctiorks uy(x)=e* - x est une telle
fonction.

« Lafonction : h(x) = (eX - x)e'X =1-xe™* est une solution particuliére de (E)

Question 3.
Le point clef est :
» yestune solution de (E) si et seulement si la foncy —h est une solution de (g c'est-a-dire si et

seulement sj est une fonction de la formey(x) = (1— xe‘x)+ Ae™™ oUA est une constante réelle.

On peut faire remarquer que le résultat ne dépandip la primitival de x+— €* — 1choisie a la question 2.
Si on en choisit une autrex u(x)=e* -x+C on obtientla méme famille de fonctions solutians

h(x) = (ex - x+C)e'X =1-xe X +Ce™* puis: y(x)=(1— xe ™ +Ce_x)+ Ae™ = (1— Xe_x)+ (A+C)e™.

Question 4

y (x)={-xe™)+ Ae™

Il existe une et une seule valeurAlpour Iaquelley'(O) =0, c’est A=-1. La fonctiong est la
fonction définie suR par : g(x)={- xe™)-e™

deSoIve(}“+y=1ferxjx‘y) y=(exfx+c1')'e'x
Compte tenu de Iéquation différentielle (E)|lxake*-1 Fernine
y'(0)+y(0)=1-€e°=0, en conséquence lgat bo-the™

condition initiale : y'(0)=0 équivaut & la condition (x-a-&i'(e;*ﬁ;(x) rermine
solvel/2l0)=0,a a=-1

initiale Y(O):Og,-zm- Le logiciel nSpireCAS est en| -, ;
mesure de donner le résultat de deux fac i (et}
différentes. gesotvelysy=1-e and (a0, o)

Define g(x)z(ex—x—lj'e-x Terminé
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1. Adéquation au référentiel BTS

Il s’agit bien d’'une équation linéaire du premiegdre conforme au programme et toutes les indication
permettant d’obtenir une solution particuliere sdahnées. Toutes les directives purement mathénastiq
du référentiel sont donc respectées.

En revanche, le cadre général dans lequel doititaer sselon le programme I'étude d'une équation
différentielle : «On s’attachera a relier les exemples étudiés ageaehseignements de physique, mécanique
et technologie..» n'est pas respecté. L'exercice est décontestuat est prétexte a étudier une fonction
contenant une exponentielle sans aucune attackbaiavenseignement transversal.

Il reste a établir ce lien, dans la mesure du pessi
En électricité par exemple, I'étude de la tensiansdun circuit RC série ou celle de lintensité dan
circuit RL série en régime forcé amenent a une tamudifférentielle du type de la formg+ky = s(t)

Au lieu d'imposer la condition initialeg‘(o):o difficile & contextualiser, il serait plus pertied’imposer :
g(O)gj2013 =0 qui est ici une condition équivalente (en zéw (0) + g(0)=0 compte tenu de I'équation (E)
dontg est une solution).

Il conviendrait de résoudre I'équation différerléedt d’étudier la fonctioy sur I’intervalle[o ;+ oo[ plutbt
gue suiR en entier.

Il est intéressant de représenter :ﬁ)r, +oo[ a la fois le

signal tslt) et la fonctiong, ce qui permet une
interprétation : la réponse au signal est sujettenaeffet

retard (régime transitoire), mais I'état du circéntolue vers
la stabilite.

Ci-contre sont représentées la fonction signetl la réponse
du circuitg.
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3. Voir REDCM pages 173 a 177. Vu que le jury propb&ide d’'une équation différentielle du premier
ordre, pour répondre aux directives du dossieelihtde incontournable de considérer au niveau BT&S un
équation différentielle du second ordre contexsidadi(un circuit RCL par exemple).
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