Epreuve sur Dossier CAPES Mathématiques

ESD 2012 - 05 : Arithmétique

1. Le sujet

A. L’exercice proposé au candidat

1. On considere I'équatiomE) : 17x—24y =9 oux ety sont des entiers relatifs.
1.1. Vérifier que le coupl€9;6) est solution de I'équatiok),
1.2. Résoudre I'équatiof)

2. Le 1 juin 2012, les participants d’un club dfasbmie ont observé le corps céleAtqui apparait tous les
51 jours. Le 28 juin 2012, ils ont observé le carpesteB qui apparait tous les 72 jours.

2.1. A quelle date devront-ils fixer une nouveti@mion pour observer simultanément les 2 corps ?

2.2. Un membre du club, qui ne pourra pas étreeptés cette date, aura-t-il la possibilité d’obserune
nouvelle conjonction avant fin 2016 ?

B. Solution proposée par un éleve aux questions 1ep2.1.

1.2. D'aprés 1.1 on al7x - 24y =17x9-24x  Boit17(x —9)=24(y - 6).

Ainsi, 17 divise24(y - 6), or 17 et 24 sont premiers, donc 17 divise , agec Gauss.
D’ou I'existence d’un entiek tel quey —6=17k

On trouve de méme l'existence d’'un enkid¢el que x — 9 =24k

Donc les solutions deEf sont les couples de la fornf@+ 24k ; 6 +17k) otk est un entier.

2.1. Le corps célestgest observé 27 jours plus tard, dba5I1x=72y + @fl7x—-24y=9

De plus, d’aprés 1.1. on x = 9 et y = 6. Comme le PPCM de 6 et de 9 vaut 18, on poursergbr
simultanément les 2 corps le 16 juillet 2012.

C. Le travail a exposer devant le jury
1. Analysez le raisonnement de I'éléve dans chaderses réponses.

2. Proposez une correction de la question 2 telle vpus I'exposeriez devant une classe de terminale
scientifique.

3. Proposez deux ou trois exercices sur le tharithmétique dont I'un au moins fait appel a la mise en
ceuvre d’un algorithme.
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2. Eléments de correction

L’exercice propose la résolution d’'une équationptentienne de la formeax+by=c, avec second

membre, une solution particuliere étant connueteGésolution est suivie d’'une contextualisatidtuyagion
pseudo-concréte se ramenant & la résolution d’'stéisye de deux congruences.
Il est conforme au programme d’une classe de talmcientifique spécialité mathématique.

L’énoncé livre un couple solution de 'équatig

Il convient cependant de savoir comment obte

une telle solution particuliere. Par exemple,
programme bezout donne une solutio
particuliere de I'équatiorex+by=1 lorsque le
coefficient b est positif (c’est pourquoi le
entiers — 24 et 17 ont été intervertis sur I'éc
ci-contre).

Ici, on obtient le couple(—?; = ) en
gj2013

respectant I'ordre des données.
On note que le couple solution particuliere
I'équation avec un second membre égal

n

N bezouf(-24,17)

= U

"bezout" enregistrement effectué

Define bezout(a,b):

Prgm

Local ¢,d,e

}LO,(J{ c
0Lbj—d

While ¢[3]#0

Disp ¢
ﬁ)ae

3]

—

e=d" floor,
Termine

-5 244717

=C

Lile=d

~ ~

EndWhile
EndFrgm

fourni par cette méthode serait le coup

(-63; - 45) £

1. Analyse de la production d’éléve
Réussites Echecs
Utilisation correcte de la  solutionConfusion entre les notions de « nhomb)
particuliere : cet éléve se raméne a| Riemiers » et de « nombres premiers e

solutions.

résolution d’une équation du typex=by.

Référence pertinente au théoréme de GaugsPiSsocie a tort I'expression dex-9) de
Expression correcte de I'ensemble des cou

eux ».

ptedle de(y —6) (« on trouve de méme ...
n'est pas recevable).

Question 1.2

S’il est vrai que cet éléve obtient la bonne réposs démarche est néanmoins incorre
Sa bonne réponse provient de deux erreurs quirgensaotralisées. Dans la logique de
démarche, il aurait d0 dire « on trouve de mémeentier k' tel que x—9=24k" » (pas
forcément le méme qule par conséquent). C’est uniquement parce qu'’ilagtilia méme
notation pour désigner ces deux entiers que qattariection n'est pas apparente.

Il aurait dO réinjecter dans [I'équation la relatioy—-6=17k pour obtenir:

17(x-9)=24x17k et mettre en évidence la dépendance entye-« mubiple de 17 » e
« X =9 multiple de 24 ».

res
ntre

cte.
sa

t

Question 2.1

Cet éléve a une mauvaise compréhen
de la question. Il ne voit pas que ceg
Mise en équation correcte des temps d’attemfeestion porte sur les valeurs possibles
des conjonctions. (et non sur celles deet dey).

Il n'a pas su réinvestir les résultats de
guestion 1.

5ion
tte
de

Cet éléve choisit de donner une solution désespdrézhangeant a la fois et le sens d
question et le sens des données de I'énoncé. dnté@mu probleme suivant: « si
phénoméne se produit tous les 6 jours et un aotieles 9 jours, et s'ils se sont produits
méme temps au jour 27, quand se produiront-ilsrebeune nouvelle fois ? »
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2. Une correction de la question 2.
On peut s’appuyer sur le travail de I'éléve, esdat expliciter les paramétres que cet €leve eitilens son
équationt =51x =72y + 27.
» treprésente le nombre de jours écoulés entre In12Ml2 (par conséquent cette date est celle du
« jour zéro ») et la date considérée.
* X représente un nombre de révolutions complétes taffes par le corps célesfe depuis son
apparition du 1 juin.
* y représente un nombre de révolutions complétes taffes par le corps célesB depuis son
apparition du 28 juin.
* L'équationt= __  51x=72y+ 27 représente le fait qu’il y a conjonction a la ddte« 1 juin +t »
0j2013

(t jours apres le 1 juin 2012) si et seulement a addte chaque corps a effectué exactement un
nombre entier de révolutions depuis son appardiomois de juin.

Peut-étre le seul fait de définir correctement cleaparameétre permettrait a I'éleve de remettreaeise sa
solution et d’ouvrir pour lui une nouvelle piste Dans la question 2, c’est biemgue I'on cherche, il faut
trouver un moyen de I'exprimer en utilisant lesdasions de la question 1 ».

D'aprés la question 1,51Ix=72y+ &f et seulement si il existe un entier relakf tel que
(x;y)=(9+24 ;6+17k). Les valeurs det amenant & une conjonction sont donc:
t=51x 9+ 24k)=459+1224 ou k est un entier relatif. Les dates « 1 juin 2012459+1224& »

représentent les dates de conjonction antérieurek jain lorsquek est négatif, et les dates postérieures
lorsquek est positif.
On peut faire remarquer que I'on a aussi72(6 +17k) + 27 = 459+1224 .

Il est utile désormais de se munir d’'un calendnidiquant le numéro du jour courant et le nondegours
avant le dernier jour de I'année. )

Le 45G™ jour aprés le 1 juin 2012 est le 24%de I'année 2013, c'est-a-dire le 3 septembre 2043.
conjonction suivante aura lieu 1683 jours apréeé jain 2012. Or, 1683 jours représentent 4 années n
bissextiles et 253 jours. La nouvelle conjonctiomaalieu 252 jours apres le 1 juin 2016 puisque626dt
bissextile, c'est-a-dire le 3% jour de 'année 2017 (6 février 2017).

12013 (

3. Voir REDCM pages 113 a 117.

3. Pour aller plus loin

L B, =, Biccg Ecch F G H I~

1. Un contrble des résultats.
Une étude sur tableur permettrait, devant u
classe de terminale S, un tel contréde
posteriori La colonneccaindique les jours ou ¢
corps célesteA est visible. La colonnecch
indique les jours ou le corps céleBtest visible.
En passant la colonrb a la moulinette d’'une
congruence modulo 51, on peut repérer les

ou l'apparition deB se produit un jour OtA 1‘;
apparait lui aussi. La premiére occurrence d'(g
zéro dans la derniére colonne se produit lorggi2 187, 273 561 819 3
le corpsB a effectué 6 révolutions, eA 9 | |2 e Ll il £l gl

z . 14 13 221 321 663 963 45 ~
révolutions. # [modlecho1] D

-seq(n,n,(=seq(17*n=seq(9+2£=3*u =3*v =mod(cch)
0 9 0 27 27
17 33 51 99 48
34 57 102 171 18
51 81 153 243 39
68 105 204 315 9
85 129 255 387 30
102 153 306 459 0
119 177 357 531 21
136 2m 408 603 42
153 225 459 675 12
170 249 510 747 33
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L B, =, Biccg Ecch F G H 12
* -seq(n,n,C=seq(17*n=seq(9+2£=3*u =3*v =mod(cch,
21 20 340 489 1020 1467 38
. . 22 21 357 513 1071 1539 9
On cherche ensuite la deuxiéme occurrence (g = S T T &

zéro, qui se produit lorsque le coipa effectu€l @8 . 31 se1 1173006 0 [ 1

23 révolutions, e 33 revolutions. B 2| 408 SBS| 1224 7% £
26 25 425 609 1275 1827 42
. . 27 26 442 633 1326 1899 12
Malheureusement, la mise au point d'un |t 7 458 657 1377 197 3
travail demande du temps, il n'est pas cerigz® 2 475) 681 1428 2043 3
gue le rapport qualité / prix soit trés favorabite| (=0 2) 498 705 /8] S -
. d,oral de CAPES 31 30 510 729 1530 2187 45
]Our ' 32 31 527 753 1581 2259 15
[ 32 544 777 1632 2331 36

34 33 561 801 1683 2403 6 =

24 | [4]»

2. Résolution générale d'un systéme de deux congnees.

Le probleme posé dans la question 2 peut s’exprinetermes de congruences. Il s'agit de résoudre le

s=0(17)

N t . S, . . L
systéme :{ g (24) en posamszg. Je n’ai pas utilisé cette traduction, car ebenme parait pas décisive
S=

dans ce contexte.
Cependant, le candidat peut avoir une autre opimih n’est pas exclu qu'un jury de CAPES demaude
telle traduction de I'énonceé.

s=r (m)

ou m, et m, sont deux
=r (m2)

Il s’agit 1a d'un exemple de systeme de deux coegces du type {
entiers naturels premiers entre eux.

Ces deux entiers étant premiers entre eux, il@xigtix entiers relatiis, etu, vérifiant I'égalité de Bézout :
um +u, m,=1.
Dans ce cas, le nombre, =r,u;m +ru, m, est une solution particuliere du systeme des deux

congruences (on le vérifie aisément).
. R . S=ES, \My L . .
D’autre part,s est une solution du systéme si et seulement si : ( ) c'est a dire si et seulement si
SES
o] 2
(s—sp) est un multiple commun dey et dem,. Puisquem; et m, sont premiers entre eux, ceci est
équivalent au fait qu@— sp) est un multiple du produity m,.

Ainsi, sest une solution si et seulemenssi r, u; m; + 1, U, My (m1 X m2)

Dans le cas présent, on obtiendrait avec cette adéth(u; ; u,)=(~7;-5) (voir préambule) puis :
sp, =9x(-7)x17=-1071et s=-1071(408)

La premiére solution positive estl071+ 3x148=153 et la deuxiéeme est1071+ 4x148= 561
Nous retrouvons les résultats précédents.
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