Epreuve sur dossier CAPES Mathématiques

Sujet voie 3, 03. Corrigé de I'exercice « pour aller
plus loin »

1. Une parabole d’équatiog=ax? +bx+c passe par les poinfset C si :

c=0
. En fonction dea et det : b=tant —av 2 cost
{ZacoszH\/Ebcost +c=+/2sint

Une telle parabole a une équation de la fornge=:a x? + (tant -a 2cost)x ouaest un réel non nul.

2.Dans le repéréAT, ]), la droite AC) a pour équation y = xtart

«/?cost(

L’aire située entreAC) et cette parabole est égale X tant - (ax2 + (tant —a/2 cost)x))jx soit :

0

V2 cost ) x? X8 Y2cos av2 . .
ajo (x/Ecostx— X )le= ﬁcost;—? :Tcog’t. On obtient le partage adéquat si cette
0
J2

4cost

. 1 .
aire vautg, ce qui donne a=

La parabole) a pour équation y = V2 x% +| tant - ! X
4cos’t 2cos’ t

Lorsquet = 0, on obtient la parabole d’équatioty = §=%(x2 - X\/E) Dans ce cas, le poi@

V2o
4

est sur 'axeOx et I'axe de la parabole est la diagon&PY.

3.1. La tangente au point d’abscisgea pour équation y =(2ax, +b)(x-x)+y, oty, =ax? +bx, +c
(etoli =1, 2. Cette équation s'écrity =(2ax, +b)x—ax? +c

L'abscisse du point d'intersection des deux targent est solution de [I'équation:
(2ax, +b)x—ax?® +c=(2ax, +b)x—ax,” +c c'est-a-dire de 2a(x, - x;)x= a(x22 - xlz)

a(X22 - X12) _ Xl + X2

On obtient :x =
2a(x, = %) 2

3.2. La fonction dérivée dex— f(x)= V2 x? +| tant -—_ |x est:
2cos’t

V2

2cos’t

x> f'(x)=

X +| tant -
[ 2cos’ t

G. Julia. 2012 III



Epreuve sur dossier CAPES Mathématiques

La droite tangente eA a la parabole a pour équatiory:= (tant - 2
2cost

Jx . Le pointM est le point

d'abscissexy, =

—“/E';OSt de cette droite, puisqu'il a méme abscisse queilieu de AC].

2 .cost
L’ordonnée deM est donc :yy =\/_— tant - ! :Q(sintcost —LJ
2 2cos’t) 2 2cost

On peut aussi chercher une équation de la tangen( et déterminer le point d’intersection des deux
droites.

t(V2cost)=—=—+ (tant -

cos t

1 =tant + 1
2cos t 2cos t

La droite tangente e@ a la parabole a pour équatiory = J2sint = (tant + 1 J(x - \/Ecost).

2cos’ t
a-xILrb-ch—'_\-f ax1 b xlte f
a-x23+b-x2+c—»).'2 a-x2%+b x3+c
solve((z-a‘x}*—b) (.\'—'r}jﬂ‘fz(}a‘x%—b)‘(x—x2)+y2,x) = x1+x2
' 2
7 7 z 1= e 1 .
Déléguons la recherche des coordonnées du p f‘(“’“(”} 7‘((:'\5(?:))3))(
d’intersectionM au solveur : solve Axo}

_?J:(tan(u}(» 1 2)'[X*JE'COS(?J))+ 2 -sin(u:l
Il affiche les mémes résultats. 2-[cos{u))

cos[a);’O and x=

J;-cos(u) il 3= \[G (2 sin(u)-cos(ri)—l)

4'cos(rr)

4/99

3.3. L’angle polaire deB est :(T, Né)z (T, Kf)+ (E,Né)zt —]ZT (2m)

”D V2

Les coordonnées du poiBtsont donc :[co{t —%Tj sin(t _Z =7(cost + sint, sint —cost). Compte

V2 V2

tenu de lintervalle dans lequel se trouvesint=0 et 7(cost+sint)27cost, I'abscisse deB est

supérieure ou égale a celle des poirgsM.

La droite (M) coupe le segmenfB] et non le segmenB[].

. , . 7T _sint — cost . .
3.4. Une équation de la droité\B) est: y=xta t——jz_—x. L'ordonnée du pointl est par
4 ) sint + cost
. 2 sint — cost
conséquenty; =£_—cost
2 sint +cost
. 2.cost 1 sint — cost . ce s
Il en résulte que yy -V, :L tant — —— . Le signe de cette différence est le
2cos?t Sint + cost

méme que celui de la parenthése.
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solve((E'a‘be)‘(X—ﬁ}f‘.‘]=(2'a‘x2+b)‘(x—xj)-i—_}'.?.x) t:x3+x2 o
' 2
}':(tan(u}— L 5 )'I
cost - sint R . (COS L Axo}
Celle-ci se factorise en- , elle = (tan(u}b )(r—ﬁ -cos{u)}+2 sinfu)

2cos” t(cost +sint) 2 {ooslul)” - b )
. 2 'cos u 2 sm r: cos h’ 1

est du signe deost - sint, donc positive puisquie cosli}#0 and x= soody)
. N . 7T ] Sil‘i U )—Ccos\u | m ermine

appartient & I’mtervall{o ; Z] Define glu)~tanfu} z-(coz e SinLLOSEJNS*S; i

-(sm(u)fcos(u))

2-(cos(!r))z-(ccs(u)Jrsin(y))

1 ( ) COS(E )
(

arl u)
‘ ( 2,(.:05(!’})’ sm( )+cos u)

factor|

sio9]

Le fait queM soit au dessous deésulte quant a lui des propriétés de convexit@ garabole.

On peut éventuellement vérifier par le calcul :

2.cost( 1 J J2
— | tant ————

——sintzﬁ sint cost - ! —sintj
2 2cot) 2 2 2cost

Yvm — Y =

2t (COS zz)) 4

}::[tan (w}—— J'I Ao}

solve

V= (tan(u}%— ( D (t—g‘cos[u)ﬁ 2 -sin(zt]
Cette parenthése se factorise en une expressiol J2 o J_ {2:sin{u)cosfu)-1)

cos(u)#o and x=

& i 1 i i cos\u
second degré emint.cost =Esm2t, expression 1 - 4-cos{ )T |
efine 2 )=tanl u\' sSmiu jJ—cosiu ‘\J,L‘,E ermine
1 peine sll) 2'(cos(u))2 sinfu}+cos(u] < <4
qui est négative dans I’intervallE 0; E} ou se actoranl] 1 sinl)-cos{u) -[sin{z)-cos(x))
2,((:05(1.,])2 sinfu}+coslz) 2+(cos| a;)) (cos{upsinlx)]

trouve cost sint .

—sin(rx)) sin(u) (cos u)) 75111(r;) cos(u) 1

factor(Siﬂ(u) rcoslu}—— cos{u)

cos(u)

719

3.5. Le pointM étant au dessus du poihaippartient au segmeritl] qui est inclus dans le car&BCD. Le
carré étant convexe et contenant les trois pdintd, C, il contient le triangleAMC et donc le domainA.
L'arc de parabol® situé entréA et C est entierement dans le carré. Lui et son symégnzar rapport 8AC)
fournissent une solution au probléme.
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