Ecrit CAPES Mathématiques

Ecrit 2, probleme 2. Quelques théoremes
d'arithmétique. Indications

Le sujet est disponible sur le site du CAPEE&p://capes-math.org/data/uploads/EP2_2013.pdf

Partie A : Théoreme de Lagrange

k=p-1 k=p
3.1.Compte tenu de la définition de f(x +1)= [ (x+1+k)= M (x + k). Comparer avec I'expression de

k=1 k=2
f(x).

3.2.L'expression def (x) est un produit dep — facteurs du premier degré rndont il s’agit de considérer
la forme développée (lien entre coefficients etmes ...).

3.4. pa, est le coefficient du terme de degpé-1-k du polyndomep f (x) Compte tenu de la question 1,
c’est aussi celui du terme de méme degré du polgfdmi) f (x +1)— x f (x). Il s'agit de déterminer ce
coefficient.
Dans x f(x), c’estay,,;

i=p-1 o i=p-l .
Il reste & le déterminer dan$x+1) f (x +1)=(x+1) Y a (x+2)P™*" = ) a(x+1)P" .
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3.6.Soitp un entier premier impair. Alorp — ést un entier pair e; = px

p2_ 1 est divisible pap.

Montrer que la divisibilité pap desg est héréditaire jusqu’a I'héritier de rapy- . 2
Partie B : Théoreme de Wilson

2. En appliguant la relatio®.4 au rangp - 1

i=p-1 p—i i=p-2 i=p-2
payy =p(p-1)=p= ) [ _Jai =ag+ Y& tap =1+ Y a +(p-1)
i=1 =

i=o \P i=1

3. Réciproquement, soip un entier> 2 et tel quép —1)! =-1(p). Ou bienp= 2auquel cap est premier,

(p-1)

ou bienp > 2et pour tout entiek tel quel<k< p - 1 il existe un entieu: kxT =-1+pu.

4.1. Par hypothése la décomposition en produit de dastepremiers den est de la forme :
_ ok Ko o
N=p = Xpy=xn
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4.2. Par hypothése, puisque I'exposanest plus grand que B, est de la forme n=px p®1xn avec

1< p< p??t<n etn’ premier avep.

Partie C : Théoréeme de Wolstenholme

n Termine & harmo 1011
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3. En général, pour un polynbme de degréont la forme factorisée es[t" (x—rk), le coefficient du
=1

premier degré est (-1)"(ry..r, +rrg.r, +.t 0l r) quil est plus commode d'écrire :

e

1 2 M
k=p-1
4. f(- p)= ] (k- p). En effectuant le changement d'indi¢e= p - k , une expressiodquivalente en est :
k=l
j=p-1
f(-p)= [1(-1)=(p-2)
=
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