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Ecrit 2, probleme 2. Quelques théoremes
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Eléments de correction

Partie A : Théoréme de Lagrange
n-1

J est défini et:

1. Pour tout entier n=let tout entier k de [1;n], (k 1

n [E -ﬂ - (nn-xk():](;l-)l)! =G —nk!)! K @

2. Le résultat de la premiere question peut s'appliqguel que soit I'entierk de [1; p—1]:

k k -
avec tous les entiers strictement positifs qui lécedent, en particulier avéc D’apres le théoreme de

Gauss, il divis{EJ.
k=p-1 k=p

3.1. Compte tenu de la définition de f(x+1)= [ (x+1+k)= M (x+k). Par rapport & I'expression de
k=1 k=2
f(x)on note I'absence du factedx +1)associé a lindice 1 et la présence d’un terme léupgntaire
(x+ p) associé a I'indic@. Par conséquent :
k=p k=p-1
(x+1)x f(x+1)== L_' (x+k)=(x+1)x L—l (x+k)=(x+ p) f(x), ce qui revient & la relation & démontrer.
=1 =1

-1
k x ( pJ = px ( P J . L’entierp divise le produitk x (Ej et, puisque c’est un nombre premier, il est premier

3.2. L’'expression def(x) est un produit dep— Zacteurs du premier degré @nC’est donc la forme
factorisée d'un polyndme de degpe- efix. D’'ou I'existence d’urp-uplet de nombres réels associé a sa
forme développée. Les racines de ce polyndme sant@nstruction les entiers de — 11a p. Or les

coefficients d’'un polynéme sont tous fonctions synigées des racines, cocktails de sommes et deuppsad
le p-uplet de nombres réels est dongaumplet d’entiers.

3.3.Le terme de plus haut degré est le produit de lEgisermes er qui ont tous pour coefficient 1, et le
terme constant est le produit de tous les termestants donc des entideslepuis 1 jusqu'ap—- 1

3.4. pa, est le coefficient du terme de degoé-1-k du polyndmep f (x) Compte tenu de la question 1,
c’est aussi celui du terme de méme degré du polgfomi) f (x +1) - x f (x). Il s'agit de déterminer ce
coefficient.
Dansx f(x), c’estay,,

i=p-1 . i=p .
Drautre part :(x +1) f (x+1) = (x+2) Y a (x+2)P* = > a(x+1)°™".

i=0 i=0
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i=p-1 oi=pel (j=p=i g o
En faisant intervenir le binome de Newton»_ & (x+1)°" = ) a{ > (pj jxp_'_l].

i=0 i=0 j=0
Sii>k+1, p-i<p-k-1etilnyapas de terme de degpé-1-k dans la parenthése ci-dessus.
Sii=k+1, on obtient un tel terme pouyr= edce terme a pour coefficieal,,. Celui-ci est neutralisé par
le terme de degré -1-k figurant dansx f (x).

=i
Sii<k+1, on obtient un tel terme poyr=k +1-i et ce terme a pour coefficieait(k El j :
=i

i=k i
. _ . . .. - . =1
Il s’agit en fin de compte de sommeride 0 jusqu’ai =k et le coefficient recherché esZ a (k El j .
. .l
i=0
D’ou la relation de I'énonce.

3.5. En appliquant la relation précédente pour k= :1
i=1 i
p-l p p-1 p : p
= = + a = +(p—1)a ce quidonne, = .
ps=3 (2 b =( e [ P o= 5o + (o2 o cuicomn, <[ D
Plus généralement, en sortant les termes d’indices k de la sommation de la question précédente :

P =i.=zkai (kE;i—ij =(k21j+i=fla‘ (kﬁii] Fac(p-k).

i=0 i=1

p i=k-1 p_l
Finalement k a, = £y g
inalement k a, (k+1} Z a, (k+1—i}

i=1

3.6.Soitp un entier premier impair. Alorp — @st un entier pair ed; = px p-1 est divisible pap.

Soitj tel quel< j < p— 3t supposons que les coefficients de rangs 1, 2 soient tous divisibles pax

1=] _i
Alors: (] +1)aj+1:( P J+Z( P Jai. Au second membre, tous les termes de la somme so

i+2) Glj+2-i

divisibles pamp d’aprés I'hypothése de récurrence[etf 2} I'est aussi d’aprés la question 2 (I'entipr 2
J

précedep, la question 2 peut s’appliquer). Dor@, +1)a;,; est divisible pap comme somme de termes

tous divisibles pap. Mais I'entier j + 1est un précédent g il est premier avep. D’aprés le théoreme de

Gaussp divise a;,; : la divisibilité parp est héréditaire jusqu’a I'héritier de ramg- . 2

Il en résulte que divise tous les; pourl<i<p- 2

Partie B : Théoreme de Wilson

1.R.AS.

2. En appliguant la relatio®.4 au rangp - 1

i=p-1 p—i i=p-2 i=p-2
payy =p(p-1)=p= ) (p_ijai =ag+ Yy a +a, =1+ > a +(p-1)
i=0 i=1 i=1
i=p-2
D’aprés le théoréme de Lagrange, tous les termesEai sont divisibles pap. En passant la relation
i=1
précédente a la congruence modulbreste :1+ (p —1)! =0 (p), ce qu'on voulait.
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3. Réciproquement, soip un entier> 2 et tel quép —1)! =-1(p). Ou bienp= 2auquel cap est premier,

(p-1) _
k

de Bézout est vérifiee ktest premier avep. Le nombrep est un entiee 3 premier avec tous ses précédents,

c’est alors un nombre premier impair.

ou bienp > 2et pour tout entiek tel quel<k< p-— 1 il existe un entieu : k x -1+ pu. L'égalité

4.1. Par hypothése la décomposition en produit de dastepremiers den est de la forme
n= plk1 X p2k2 xn' . Les trois entiersplkl, pzk2 etn’ figurent comme facteurs distincts dans la factlaiel

(n—1) (ils sont tous les trois ket sont premiers entre eux deux & deux). Le norfibrd) est multiple de
leur produit, donc da. D’ou la congruence.

4.2. Par hypothése, puisque I'exposanest plus grand que B, est de la forme n=px p®1xn avec
1< p<p?t<n etn’ premier ave. Les trois entierp, p?t etn’ sont trois facteurs distincts dans la

factorielle (n—1). Le nombre(n 1) est multiple de leur produit, donc de

4.3. Puisquep est un entier premier impaip> &t donc p?> >2p. Les entierp et 2 figurent comme
facteurs distincts dans la factoriele—1) . Le nombre(n—1) est multiple de leur produit, donc de

Partie C : Théoréme de Wolstenholme

n
Define iz—seq( % (i}n,l,lo Define ha.rmo(n):
k Prgm
k=1 Local kst
u {1 3 11 25 137 49 363 761 7129 7381 los

J Termine & harmo 10/11

2" 612" 60 20" 140 280" 2520 2520 | f[1 ¢
For k,2,n

1l.et2. getlum(u) {1,3,11,25137,49,363,761,7129,7381 } B[, =,

Deux facons d'obtenir les entiers demandés. (| getencmly] {1,2.5,12,60,20,140,280,2520,2520} fc-z(av)
gedlwv]-w

remarque ques,= 25que S; = 49 et que |l - ]
23,2 — -5
S0 = 7381=121x 61

{ ”

{3116} v

{42512} e

{5,137,60} Disp { s}
EndFor

{6J 4920} EndPrgm

{7,363,140}

{

:

8,761,280}

\ ™

1/5

3. Le coefficienta,_, est celui du terme du premier degré du polynéme
k=n

En général, pour un polynédme de degront la forme factorisée esﬂ (x— rk), le coefficient du premier
k=1

degré est (-1)"*(r,.r,+nrg.r, +..+nr.r) quil est plus commode  d'écrire :
(—1)”_1(r1...rn)[l+i+...+ij
oo o

Ici, p étant un nombre premier strictement supérieudoBc impair et au moins égal a 5), le polyndrea
guestion est un polyndme de degué- , dbnc de degré pair et au moins égal a 4, domaldees sont les

entiers de — 1 &- p, déja mentionnées plus haut.
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Dans I'expression précédente, I'exposant de -luestombre impair, le produit des racines est le brem

(p-1) et la parenthése  vaut (—% —% - il] . Au  bout du compte:
p —

1 1
ap =(p—1)!(1+5+...+ 5 1J=(|o—1)!H p1

k=p-1
4. (- p)= [ (k- p). En effectuant le changement d’indi¢e= p—k , une expressioéquivalente en est :
k=L

( )=(p-1)

On obtient ainsi que :f (- p)=(p-1}=(- p)*™ +ay(- p)*? +....+a,,(- p)+a,,. Compte tenu que

J:

=]

f(-p)=

[HN

(p-1)=a,y, il apparait que (- p)*™* +a (- p)°* +....+ 2, (- p)=0 clest-a-dire, en tenant compte des

parités, que a,_, =(p)* —ay(p)P > +...+a,5p= pz(p P4 —a,pP>..- ap_4)+ ap-3P.
D'apres la partie précédenta,_; est divisible pap, donca, ; p est divisible pap®. Il s’ensuit quea,_,
est lui-méme divisible pg?.
_ ap—2 _Sp—l £ . . _ 2 4 -
De Hp, —m—tp—_l on deduit la relation t,y a, —sp_l(p—l)!. Le nombrep® divise ce nombre

entier et est premier avep -1} , il divises,_;
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