Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Points constructibles et nombres constructibles

Le cadre est le plan affine euclidi#n On considére deux points distincts du plaet 1. La distanceDl est
prise comme unité (don®l = 1 dans toute la suite), et on rapporte le plan aepgre orthonormal

o:i=0i,7=0i).
La notion de « point constructible a partir des0 etl » peut étre définie comme suit :

Points constructibles & partir de deux points deebacLes deux points distincts du plan O et | étant ésnn

on se propose d'en construire d'autres qu'ils déteent en n'usant que de la régle et du compadk ne
devant servir qu'a joindre (tracer une droite) dgusints donnés ou précédemment obtenus, le congas n
devant servir qu'a tracer un cercle dont le cergst un point donné ou déja obtenu et dont le raasina
distance de deux points donnés ou déja obtenus.

» Ondira d'un segment qu'il est « constructible ses deux extrémités sont des points constructibles
* Ondira d'une droite qu'elle est « constructibse elle passe par deux points constructibles.
* On dira d'un cercle gqu'il est « constructible mrside ses diameétres est constructible, ou bieansi s
centre et un point par lequel il passe sont tous denstructibles.
On admettra sans démonstration que :
Le milieu d'un segment constructible est constoleti
Une paralléle et une perpendiculaire a une drodtesituctible passant par un point constructiblet son
constructibles. Les constructions géométriquesedenbjets ne sont pas demandées.

Nombres constructiblesln réelx sera dit constructible s'il est abscisse d'un poamstructible dans le
repére orthonormal (Q, = ol, .
On désignera par E lI'ensemble des nombres réedtractibles.

Partie 1. Quelques fondamentaux.

1.1.Montrer que tout point d2 a coordonnées entieres dans le re;{@ref = a, ] = &) est constructible.
1.2. En déduire gu’il en est de méme de tout point(nhfrdx)nnée{m+% ;N +%] oum etn sont deux
entiers.

2. Constructions de points constructibles a I'aidealgfiguration connues.

2.1.A I'aide de configurations de Thalés :

2.1.1 SoitJ un point constructible autre q@eet|. Construire un poirk vérifiant OJxOK= OI? .

* Ce point noté malencontreusement J n'a rien a \aiec le point J introduit pour le «repere
orthonormal ». Il en sera de méme dans 2.2. Temingte de ce télescopage de notations, je ne légeorr
pas ...

2.1.2. Soient J; et J, deux points constructibles autres g@eet |I. Construire un pointM tel que
Ol xOM =0J, x0OJ,

2.2.Al'aide d’'une configuration de triangle rectangle

SoitJ un point constructible autre q@et |. Construire un point vérifiant : OL> =0l x OJ. (On pourra
supposer, sans restreindre la généralité Jast situé sur@l) et quel, O, Isont alignés dans cet ordre)
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3. Structure algébrique de I'ensemble des nombrestagrtibles.
Montrer queE est un sous corps dBR contenanfQ et stable par racines carrées (c'est a dire quez ®

appartient &; +/x aussi).

Partie 2. Une construction classique : celle du pen  tagone régulier.
Dans cette partie, on se propose de construirer@gla et au compas les 4 autres sommets du pe@tago

- . 2mr 4
régulier de centré® et de sommet. On prouvera aussi queo{?j et co{?j sont des nombres
constructibles, de méme d’ailleurs que les sinusegenombres.

. s vibs
Dans I'ensemble des nhombres complexes, on cond@aoenbre w = ex s

1.Prouverque:1®w+w +w’ +w' =0

2.0npose u=w+ w etv=w’ +w’. Calculeru + vetux et en déduire que etv sont solution d'une

équation au deuxiéme degré que I'on résoudra.

3.En déduireco{z?ﬂj et 00{4?”}

4. A la page 135 Terracher 1S, on propose cette remisin :

« Dans le repére orthonorme(D ; i=6|’, ]:aj) on considére le cercle de centréD passant par et le
point K(O, 1/2). Le cercle de centte passant par coupe la demi-droite d'origin® et de vecteur directeur
~0J enL. Le cercle de centiepassant par coupel” enAet enB. »

Montrer queA et B sont effectivement deux des sommets du pentagégéier cherché et achever la

construction.
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Partie 3. Complément d’information sur les nombres constructibles et contre
exemple.
K est un sous-corps de contenan .

Extensions quadratiques.
On dit queK[a] est une extension quadratiquekisi o est algébrique de degrés@rK.

On montre qu'il existe alors un élémerteK tel que :K[o] = K[ ]

Une caractérisation des nombres constructibles
Une suite finik,, K, Ky, ...,K, de sous-corps d& est un tour d'extension quadratigiex) si :
* Q=Ko
e Pour tout tel que < i <n-1:Kj est une extension quadratiqueKge
(Chaqgue corps est une extension quadratique duegeit, le corps de départ étaqQt)
On montre que est constructible si et seulement si il existeaum d'extension quadratique de soit K,
K1, Ky, ...,K, tel quea appartient &,

Il en résulte que si est constructible, alors son degré @uest une puissance de 2.

Dans cette partie, on se propose de démontrerajteeapndition n'est pas suffisante.
On considére le polynéntedéfini par : P(X)=X* - X -1
1.1.Montrer que ce polyndme a exactement deux racéedesa et B (a < £) que I'on situera par rapport
aux nombres - 1, 0, et 1.
c=-a-
1.2.0n décompose dans R en : P(X)=(x? +aX +bx2 +cX +d) avec{d x;
=a

Etablir queb etd sont solutions deT?+a? -1= @t exprimeib en fonction dea”.
2. Etablir que :ax (2b + a2)=1 puis quea’ est solution de T3 +4T -1= 0
3. Montrer que le polyndm@&?* + 4T — @st irréductible suQ[X] puis quea n'est pas constructible.

4. Montrer queP est irréductible surQ[X]. En déduire que I'un au moins des nomlaresi S est de degré 4
surQ et n'est pas constructible.

(Bien que de degré 4 s@;, ce nombre n‘appartient donc pas a un tour d'esitenquadratique de)

G. Julia, 2009 / 2010 E'



Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Eléments de correction

Partie 1. Points constructibles et nombres construc tibles.

1.1.NotonsOx = (Ol) etOy les deux axes de coordonnées.

Soitmun entier naturel. Supposons les poldiset Hy,; de Ox d’abscissesn et m—1 construits. Le point
d’abscissem + 1de Ox est I'autre point d’intersection de cet axe avecdecle de centril,, passant paf ;.
Il est donc constructible.

Les pointsHy = O et H; = | étant les points de base, on en déduitlgyesst constructible pour tout entier
naturelm. Sim est un entier négatif, le point d’abscisaele Ox est I'autre point d’'intersection avé€xx du
cercle de centr® passant pa_p,

Si A est un point du plan de coordonnées entiéresy il est I'un des deux points d’intersection ducate

de centreH,, passant pdf.., avec la perpendiculaire@x passant pa, (I'autre point d’intersection étant
le point de coordonnéem( - n) d’ailleurs).

: . 1 1 . , .
1.2. Le point de coordonneeEm+§ ; n+§j ou m et n sont deux entiers est milieu du segment

d’extrémités le point de coordonnées, () et celui de coordonnée(sn+:L n +1), tous eux constructibles
d’aprésl.l.

2.1.1.Dans cette configuration de Thalés :

g:ﬂ et doncOJ x OK =0l xOU Du fait

Oou OK
queOl = OU, on obtient bieDJ x OK = Ol

oM' _ 0J,
0J, O0u,
OMx0OU, =0J, x0J,

Du fait que OU; = Ol , on obtient bien
OM*Ol =0J, x0OJ,.
Ce pointM’ peut ensuite étre « ramené » Qxen | .
M a I'aide du compas.

et donc:

2.1.2. Dans celle-ci:

Le pointJ a été « ramené » en sur Ql), si besoin
est. Dans le trianglB)'L rectangle et (OL) est la
hauteur issue de. D’aprés les relations métrique:
dans le triangle rectangle :

OL*> =0l x0J' . CommeOJ' = 0OJ, on obtient
bien OL” =0l xOJ

Ce pointL peut ensuite étre « ramené » xen
L.
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3. Six ety sont constructibles,x etx + y le sont aussi par des constructions évideriesst sous-groupe
additif de R.

Les constructions précédent4.1.et2.1.2 montrent que ¥/et quex/y sont constructibles si# 0. E* est
donc sous-groupe multiplicatif d&*.1l en résulte qu& est un sous corps @&

On a également montré que tout entier relatif @appait aE. L'ensembleQ étant le plus petit sous corps de
R contenang, on en déduit qUE contientQ.

Enfin, la constructior2.2 a démontré que, si un segment de longueur doria&ecénstructible, on pouvait
en construire un dont la longueur en était la maarrée. On en déduit que si un nombre paositbt
constructible, sa racine carrée I'est aussi.

FinalementE est un sous corps destable pour les racines carrées.

Partie 2.

el (2],

5

W =exp S(ZI?HJ =exp (2i 71) = 1: west une racine cinquieme de l'unité autre que 1.

C'est une racine du polyndme® —1=(X —1)(X4 + X%+ X2+ X +1) autre que 1.
Elle est racine de(:X4 + X3+ X2+ X +1) c'est-a-dire quev* + w® + w® +w+1= 0
On tiendra compte désormais qué + &® + o’ + w= - etlque :w° = 1

2. Onpose u= W' +w; v=w’® +a’.

u+tv=ow'+w+a®+’ = -1

uxv=w +w*+a®+’ =’ + 0t +w+w®=-1

3. Le calcul deu et dev se raméne au calcul de deux nombres dont on cdargitnmes et le produitp.

lls sont les racines du polyndi{& —sX + p en l'occurrence de&X? + X —1.

WG _1-45

Il s'agit de_lT (racine positive) et de— (racine négative)

Les racines cinquiemes de l'unité étant conjuguksesx a deux :u=co{25ﬂj+co{85”j—200{2?ﬂj

. 4 677 4
tandis qu& =cos — |+co§ — |= 2co§ — |.
5 5 5
/g

. . 2n T . . 4n
Le nombreu est la racine positive cz§r<? <E et vla racine négative caw>? >E

Conclusion : co{zsnj _1+\/_ et co L\/g

j= e ., nombres sont constructibles 6 est
4 5 gilbertjulia2018 4

constructible.
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La construction Terracher.
IK 2 =5 donclK :E etk = VS _
4 2 g 2

N

Pour justifier queA et B sont des sommets dy
pentagone cherché, on peut prouver que
angles géométriquefOA et IOB mesurent
2115.

On peut calculer leur cosinus par la formu

d'Al-Kashi, dans le triangl®IA par exemple.

C'est

Ol2+0M-1A2 _1+1-(3-+4/5)/2 _5-1
201.0A 2 4

gitbertjulia2018

C'est bienco{z?ﬂJ .

La figure ci-contre propose une autr
construction que celle de Terracher :

On a utilisé le milieu de@J] et le point
d'abscisse - 1/4 (obtenu & partirldpar deux
milieux consécutifs) puis tracé le cercle d
centre (- 1/4, 0) et passant par (0, 1/2).

Il coupe QI) en deux pointdJ etV qui ont

. 27T 47T
pour abscisseso ? etco ?
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Partie 3. Contre exemple.

1.1.Si P est le polyndm@(X) = X* = X =1, une bréve étude de la fonction polynomiales x* —x—-1

montre queP a deux racines réelles, upeentre - 1 et 0 et une autfe entre 1 et 2 (théoréme des valeurs
intermédiaires qu'on applique d'une part sur [}Et@'autre part sur [1, 2].

Si a et B sont ces deux racines réelleB, admet dansR[X] une décomposition du type
P(X) =(X -a)(X —,B)(X 2 +aX + b) oul le polyndme du second degré n'a pas de ragitle.r

Les coefficients sont ici des nombres réels - politndome ddi[X] admet une décomposition en produit de
polyndmes du premier ou du deuxiéme degré - . lta g8 montrer que certains d’entre eux au moins ne
sont pas des rationnels

Clestadire P(X) = (X2 - (a + )X +a.B x? +ax +b)=(X? +cx +d)[X 2 +aX +b)
(avecc=-(a+ ) ; d=a.p

Des inégalités-1<a <0 ;1< pB< Z2ilrésulte queO<a+p<2; a.f< 0
Doncc<0;d<0

1.2.En développant :
(X2 +cx +d) X2 +aX +b)= X* + (@a+ )X + (b+d+ac)X 2 + (ad + bc)X + bd

a+c=0
b+d+ac=0
Par identification: : On en déduit quec = —a puis que :b+d =-a?
gilbertjulia2018 ad + bC - _1
bd =-1

On "connait" la somme = —a’et le produitp = -1 des deux nombrdsetd :
lls sont donc solutions de I'équatidif —sT+ p =0 c'est a direT? +a’T +1= 0

Commed est < 0 (et donb > 0 puisque leur produit est négatif) il en résujte :

—a’++a'+4 _ o
b= f (d valant I'expression conjuguée)

2. Il reste une équation a exploitexd + bc=a(d -b)=- 1

az—\/a4+4_—a2+\/a4+4:
2 2

Mais d —b=—

. —\/m. Le nombrea est solution de I'équation :
—ava*+4=-1, donc, en élevant au carré daz:(a4 + 4) =1

Il s’agit d’'une équation algébriquea® +4a®* -1= 0

Ce qui prouve que” est racine du polyndme® +4T2 1.

3. Le polyndme T2 +4T -1 étant du troisieme degré, s'il était réductible §jX], aurait une racine
rationnelle que I'on pourrait écrire sous forméductible p/q.
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Les entiersp et q vérifieraient : p*/q®>+4p/q-1= 0 et donc : p®*+4pg°—-qg®= 0 ou encore :
q(a® - 4pa) = p°.

Il en résulterait que diviseraitp® et ne serait pas premier ayea moins d'étre égal a 1 ou a - 1.
Mais dans ce dernier cas, ce polyndme aurait wiea@ntiere, ce qui n’est pas.

L’hypothése est a rejeter : le polyndme est irréibleesurQ[X] et il s'agit donc du polynéme minimal @é
Comme ce polynéme minimal est de degré’31e peut pas étre constructible.
Par contrapositiorg ne peut pas I'étre non plus.

4. La question précédente a montré au passage gudyl®dmeP n’était pas un produit de deux polyndmes
du deuxieme degré a coefficients rationnels.

Il reste I'hypothése ol I'une des racing®u £ serait une racine rationnelle. Méme démonstratios au
dessus. On pourrait I'écrire sous forme irréduetibl p/gq. Les entiersp et q Vérifieraient
p*/q*-p/g-1=0 etdonc:p* - pg®—-q* =0 ou encore g(q°+ pg’) = p*.Le nombreq divisantp®
ne serait pas premier avpca moins d'étre égal a 1 ou a — 1, mais comme’arpas trouvé de racine
entiere, ce dernier cas est exclu.

Le polyndmeP est irréductible su@

Le nombrea n'étant pas constructible, une au moins des raciresf ne l'est pas, sinomle serait comme
somme de nombres constructibles.

Il existe une racine d’'un polynéme irréductibleddgré 4 qui n’est pas constructible.

La condition pour qu’un nombre soit constructibtele degré su@ est une puissance de 2 » est certes une
condition nécessaire, mais elle n'est pas suffesant
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