Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Concours général 2018, probleme 3 :
Des nombres en or

Eléments de correction

Partie A : Tous les entiers sont en or

1. La relationg? = ¢ +1 induit la relation plus généralep**? = g*™* + ¢ quel que soit I'entier relatk.
Soit un réek admettant une représentation en ar=a, " +...+a ¢ +a, + a ¢+ aq 9.

Supposons que la séquence 100 soit présente queelgudans cette représentation.

Il existe un entier relatktel quep-2=2k=>-q et:a.,,=1;a,,=8, =0

Alors : x=a, ¢ +..+ 8§ +¢ " +a_ ¢ T +. +a g7

x=a,p"+.a.,,0" "+ (¢"+l + ¢")+ a, ¢ " +...+a ¢ estune autre représentation en or dans laquelle
la séquence 100 présente aux rangk + 2a été remplacée par la séquence 011.

Réciproquement, supposons que la séquence 0ldrésénte quelque part dans cette représentation.
Il existe un entier relati tel que p-12k=>-q et:a,.,=0;a,,=a =1

Alors : x=a, ¢ +..8,,0 2+ +¢" +a_ ¢ 1+ +a 470,

— k+3 k+2 k-1 - A H
X=a, P° +.. R TEY /A /A - VY A P S W 9 est une autre représentation en or dans laquelle

'gjulia

la séquence 011 présente aux rangk + 2a été remplacée par la séquence 100.
(On remarque qu'il se peut que, dans cette nouvetieesentationa,,, = #ansle casola, =a, ;= @t

gu’on se soit intéressé a ce cas).

2. Lorsque une séquence présente plusieurs « 1 »adifsé
Soitp un entier strictement positif.

p>=1+¢
¢4:¢2+¢3 2p-1
-1 p
Des relations ; #° = 9% + ¢° on déduit, par addition membre a membﬁz:yﬁ' = Z¢2’
i=0 =1
¢2p — ¢2p—2 +¢2p—1

C'est-a-dire 1+ ¢ +...+p?P " = ¢? + ¢* +...+ P . Dans la somme de gauche, il y a un nombre pair de
termes.
Si on ajoute un terme & la somme de gaucheg’ =1+¢| > ¢! |=1+g| > g% |=1+> 2™

i=0 i=0 =1 =1
C'est-a-dire 1+ ¢ +...+ ¢?° =1+ ¢° + ¢° +...+ ¢*"**. Dans la somme de gauche, il y a un nombre ingeair
termes.
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On suppose que, dans I'écriture dorée d’'un nombit@pparait une séquence de plusieurs 1 conggduti
existe un entiek tel que :a, =a,,,; =...=a,, =1 ; &.ny = 0:

j=2p1
Lorsquen est un nombre pain=2p : x=..+a,,¢* "+ > ¢* +a,, 0P+
=0

Dans ce cas :
k-1 kj:2p—1‘ k+2p+1 k-1 kj:p 2j+k k+2p+1
_ - +2p+ _ - + +2p+
X=..4qp" +¢ ZW +ak+2P+1¢ ’ +"'gi|brtju|ia201s = f *P z¢ ] +ak+2P+1¢ P
j=0 j=1

Dans I'écriture de, la séquence de Iongue(ﬂp+1)ou figurent2p chiffres « 1 » consécutifs : « 011...11 »

a été remplacée par la séquence 1010...10100 de lnagqueeur ou figurenp séquences « 10 », la derniére
suivie d’'un « 0 ».

j=2p )

Lorsquen est un nombre impain =2p+1=  8x=..a_,¢" "+ > ¢*" +a,, ¢ 27+
=0

Dans ce cas :

1z2p i=p
X=.8 TP D P+ B =---ak-1¢k-1+¢k{“Z¢2’ﬂj+ak+2p+z¢k+2p+2 g

j=0 j=1

Dans I'écriture de, la séquence de longue{frp + 2) ot figurent(2p +1) chiffres « 1 » consécultifs :

«011...11 » a été remplacée par la séquence « 1000001 » de méme longueur ou figurpr#gquences
« 10 », la derniére suivie d’'une séquence « 01 ».

- ——————————————————————————————— ]|
#

”

A
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3. 2> 1001 (représentation en or pugj 3> 1101

En tenant compte de la relatighif = ¢ + , dn obtient une
représentation en or pur de 3, la représentat| |
3@ >10001 et, au méme prix, une représentation en fd*‘,

pur de 4, la représentati% >10101

4.0nnote quel=¢ ' +¢72, une représentation enorde 1 ebt: 011
On a noté aussi queE2=1+¢ " +g > =g +¢~* et que :2> 1001puis que3_ >10001

Dans chacun de ces trois exemples, le coefficigae ¢° est nul, et chaque fois, on peut obtenir au méme
prix une représentation en or de I'entier suivant.

On va démontrer un lemme, a savoir que si un nomd@kx admet une représentation en or, alors on peut
toujours s’arranger pour que le coefficiegtle ¢° soit nul.
Supposons que, = .Dn va distinguer plusieurs cas :

Premier cas :a, =1. Alors ay est I'avant dernier élément d’'une séquence de> €dnsécutifs (au moins
deux conseécutifs, le dernier pris en compte eégayit: x>..011..1,1...

D’apres ce qui précéde, cette séquence peut &trplaeée soit par la séquence 101010...10,0 soitgoar |
séquence 1010...100,1 suivant qu'il y a un nhombre @aiimpair de « 1 » consécutifs. Dans les deux cas

'avant dernier élément, le coefficient ¢8 , est nul.
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Deuxiéeme cas:a, =0 et a_, = 0. On observe dans I'écriture en or dela séquence x> ..1,00 ....
D’aprés ce qui précede, cette séquence peut éygaeée par la séquenge- ..0,11 au le coefficient de

#° est nul.

Troisieme cas :a_, =0 et a_, =1. On observe dans I'écriture en onde séquence x> ..1,01 ...

gj 2018
Puisque dans une écriture en or d’'un réel il nguauin nombre fini de « 1 », l'alternance de O eitlles
coefficients de rang impair sont nuls et ceux dgrpair sont égaux a 1xr> ..1,01010101 .ne peut se

produire qu’un nombre fini de fois.

* QOu bien on observe la séquenge- ..1,0101..01011 (Lalternance est coupée par deux « 1 »
consécutifs : il existe un entide> 0Oa_,, =0;a, =a_,, =1). Alors, on peut lui substituer la
séquence xr>..1,0101..01100 .... ou lalternance est coupée deux rangs plus tét:
A3 =0 @y, T8 44 =1. En itérant un nombre fini de fois ce genre dessuition, on parvient a
couper l'alternance dés le coefficient de rang : 8 ..1,01100Q.. puis enfin des celui de rangl :

x> ..1,10000..

On est alors ramené au premier cas oll I'on petresiger pour que le coefficient ¢€ soit nul.

* Ou bien on observe la séquenke ..1,0101..010100 (lalternance est coupée par deux « O »
consécultifs : il existe un entiékr> 0 a, =1; a_u4 =a 4., =0). Alors, on peut lui substituer la

gilbertjulia2018
séquence x»>..1,0101.010011 .... ou [lalternance est coupée deux rangs plus t6t:
Ay =1; Ay, =ay, =0. En itérant un nombre fini de fois ce genre desstution, on parvient a couper
l'alternance dés le coefficient de rang2 : x»>..1,001111.. puis enfin dés celui de rang O:

x> ..0,11111.. ou le coefficient deg® est nul.

En d’autres termes :

1l
=~

_ 1- %2
« Ou bien on a utilisé la relation(: ¢’2']- ——¢(1—¢‘2"’2)=¢—¢‘2"’1 qui

™ gilbertjulia2018 1- ¢—2 -

I}
o

implique que (i g~ j +g * = (¢ - ¢‘2k‘1)+ pxl=¢p

i=0
i=k ) i=2k+2
* Ou bien on a utilisé la relatio Zq)‘z' = Zq)" qui se démontre d’une maniére analogue a
i=0 i=1
celle de la questio.

Dans tous les cas de figure, on s’est toujoursigé@our que le coefficient d&’ soit nul.

Ce lemme étant acquis, supposons qu'un entier elatuait une représentation en or. Alors, on peut
s’arranger pour que dans cette représentation . 0

L'entier suivantn+ ladmet pour représentation en or la représentatamtique a celle da a I'exception
du coefficient dep® pour lequel on pose :a, = . {En appliquant le lemme, on modifiera le momesriy
ce coefficient ...)

La représentativité en or d'un entier est donc diiaige. Puisque les premiers entiers naturelgnancencer
par zéro, en ont une, tous les entiers naturetsieane.
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Partie B : Représentation en or pur

2.1. Soit un réek strictement positif ayant une représentation epusrde teneur en or égalenalLes deux
premiers coefficients de cette représentation sent=1 ; a,_, =0 et on ne sait rien des coefficients

suivants sinon qu'il n’y a jamais deux « 1 » congée : x>10a,_,a, 3 a,-, oU & &,, = 0 pour tout.

Si tous lesy; autres que celui d'indicesont nuls, alorsx=¢".
Sinon, notonsj; ; j, ;.. Ji les indices, autres que celui d’'indite pour lesquels le coefficieatvaut 1.

k
Dans ce casx=¢"+> ¢’ >¢"
m=1
D’autre part, puisqu’il n'y a jamais deux « 1 » sénutifs, pour tout sous-indicetel quel<s m<Kk :
jm+1 S jm —2.
Ainsi: j;sn-2; j,<j;-2<n-4; j;<],—-2<n-6 et plus généralement, par récurrence évidente,
pour tout sous-indicen: j,, <n-2m.

Puisqueg est un réel strictement supérieur a 1, la suitengéaque de raisoq est une suite strictement
croissante :j,, <n-2m= ¢ <#"*™ pour tout sous-indice.

Ko K k
Alors: x=g"+> gIm <" +> g"P M= g+ "y p7o"
m=1 m=1 B m=1

or Zk:¢—2m - ¢—2ﬂ < $” _ 1 _1 . On obtient :x<¢" +¢" ™ =g" 1+ ¢)=g"*

~ 1_¢—2 gj 2018 1_¢—2 ¢2 -1 ¢

D’ou la double inégalité ¢" < x< ¢"**, I'égalité x = ¢" n’ayant lieu que s, est le seul coefficient non nul.

Cette double inégalité caractérise la teneur epuordu réel non nuk. (De la sorte, sk admet une autre
représentation en or puk>100,.J,.; &, , , alors elle commence par les mémes coefficients:

n'=n;a,=b,=1; &.,=h_,=0

2.2.Sion considere le réed—¢" :
Vu queg" < x<g"™t, 0<sx-g"<g"" -¢" =¢". La teneur en or de ce réel, & supposer qu'ilieore,
estau plum- 2

On obtient deux représentations en or de ce hombre

x-¢" D s Bn-28n-3.8n-p 0100, 50,5 by,

Si ce réelx—¢" est non nul, au moins un des coefficiemtest égal a 1, son suivant étant nul et de méme
pour lesh;. Si on notea, (respectivemenb,. ) les coefficients égaux a 1 de plus grand indagscchaque

représentation x-¢">10a, ,a, 5 &, , 0100, k.., b,_, sont deux représentations en or pur de ce

nombre.
D’aprés la caractérisation de la teneur en orinidises sont les mémesy, =n';

Les deux représentations coincident jusqu’au marg incliis : a, =k, pour toutk>n, - 1

On itére le raisonnement, a propos maintenant€¢" —¢™ .

G. Julia, avril 2018 III



Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Au bout d’un nombre fini d’itérations, on obtienéaessairement une coincidence des deux représestati
jusqu’a obtenir un réek—¢" - g™ —...— @™ égal a zéro (sinon, on pourrait procéder a umatité de plus).

Il s’ensuit que les deux représentations coincidéfihitivement, tous les coefficients suivantsétauls.

Une représentation en or pur, si elle existe, aisfue.

{15,13,1042,-24-11,-16 | = b
| {15,13,10,4,2,-2,-4,-11,-16 }

nx ;
3. 4" <x<¢™ - n<—=<n+1. Lateneur en or d'un p 018
/
. . . nx Z
réelx ayant une représentation en or purlé{s%— . j : j=1
n
¢ ©gilbertjulia2018

. . . f 5+1
La représentation en or pur de 2018 figure suafdaure >
d’écran que voici : |

4/99

5. On montre assez facilement que toute puissangeedede la 1‘orme%(an + bn\/g) oua,;bdZ.

Il en est de méme de toutes les sommes finies idegneces deg, c'est-a-dire de tous les réels ayant une
représentation en or.

Supposons que le ré%l ait une représentation en or. Il existe alors deutiers relatifs tels que

%(an +bn\/§)=% . L'entier b, est nécessairement non nul, car I’équatioqu1 =% n'a pas de solution en
nombres entiers.

Le réel irrationnek/5 est de ce fait un guotient de deux entie@;% ... Conclusion absurde.

N guia

1 . .
Donc, 5 n'a pas de représentation en or.

Il existe au moins un réel qui n’a pas de reprégimt en or.
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