Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Concours général 2018, probleme 1 :
Polynomes de Bernstein, courbes de Bézier

1. Le sujet
NB. Le texte original a été intentionnellement en modifié dans la partie B du sujet.

Partie A : Polyndmes de Bernstein

Pour tout entier naturel et tout entier naturel tel queO<i<n, on noteB,; le polyndbme défini poup

variant dans l'intervallg0 ; 1] par :B,(p)= [TJ p(1-p)™.

Ainsi : Byo(p)=1; B,y(p)=1-p ; Bu(p)=p . Ces polynémes sont appeftynomes de Bernstein

1.1.Donner I'expression devo(p) ; Bz;(p) ; Bzyz(p)

1.2Déterminer  I'expression des polynbmes de Bernsteijpour n=3 , a savoir
B3,0(p) ; BS,l(p) : Bs,z(p) ; 83'3(p).

2.1.Quelle est I'expression dB, ,(p) ; B,.(p) ?
2.2.Démontrer que pour tout> @t touti tel quel<i<n- 1: B,;(p)= (- p)B,_.:(p) + PB,-;-(p)

3.1.En quelle(s) valeur(s) des’annule un polynéme de Bernstein ?

3.2.Qu’en est-il de son signe s[ﬁ ; 1] ?

4. Démontrer que les polyndmes de Bernstein d’'un méegeén forment une partition de l'unité, c'est-a-

1=Nn
dire que pour tout entier naturel > B, ;(p)=1.
i=0
i=n i=n
5. Déterminer les valeurs des sommeys,iB, (p) et > i?B,;(p). Que représentent ces sommes en termes
i=0 i=0
de probabilités ?
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Partie B : Des courbes de Bézier

On munit le plan d’'un repere orthonon((é; i ]) Soitn un entier naturel. On se donne- pdaints non
alignés du plark,, B,..., P, .

On appellecourbe de Béziede degrén et de points de controlg,, B,,..., B, 'ensemble des pointi (p) du
plan ave variant dans I’intervalle{O ;1] tels que :

n —_

OM(p :ZBn,i(p)O i

i=0

2v)

Dans les questior et 3, on va s'intéresser a des courbes de Bézier dé @ed ou 2.
On se donne donc trois points du plan non alignés, C

1. Reconnaitre la nature géométrique :
1.1.De la courbe de Béziele degré @t de point de controlé.
1.2.De la courbe de Béziele degré Et de points de contréiet C.

2.0n s’intéresse a la courbe de Béderdegré 2t de points de controk, B et C.
2.1.Justifier que les point& et C appartiennent a cette courbe. Le p&nt appartient-il ?

2.2.Dans cette question, on prend les points de coadisA (- 2;5), B(2;1) et C dont on propose des
coordonnées ci-dessous. Dans I'un ou l'autre des das (a votre choix), proposer une constructies d

points de cette courbe pomr=% ; % ; % puis tracer la courbe a main levée.
2.2.1. Cest le point de coordonné€3(4 ; 3). (Choix du texte original de I'énongé

2.2.2. Cestle point de coordonné&(G ; 3). (Ma proposition personnelje

3.1.Montrer que cette courbe est nécessairement iestaits le trianglaBC.

3.2.0n noteB’ le milieu du segmengC]. Démontrer la relation AM ( p)= 2p2§3: +2 pEB’.
Quelle pourrait étre la nature géométrique de aettebe de Bézier de degré 2 ? Justifier votrenmgpo

4. Une généralisation et une construction récursive pieintsM (p)
On suppose qua= 8t on considerén+1) points de controld?, R,..., B, (donc au moins trois points de
controle)

n-1 _
Pour tout réep appartenant a I’intervall{so ;1] , on notdJ (p) le point défini par OU( p)=ZBn_li (p)OFf
i=0

n-1 -
et on noteV(p) le point défini par OV(p)=> B,_,;(p)OP.; .
i=0
Montrer queM (p) est le barycentre déU(p) ;1-p) (V(p); p)}

Le pointM (p) est ainsi construit a partir de deux points de mératire mais dépendant de n points de
contréle, I'un des point®,, B,..., B, et l'autre des point®,, P,,..., P, .
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2. Eléments de correction

Partie A : Polyndmes de Bernstein

Quelques résultats classiques que I'on retrouvesdambre de circonstances ...

1.1 Bz,o(p) (L-pf; BZ,l(p)=2 p(1-p) ; Bz,z(p)= p?

1.2. B3,o(p)=(1_ p)3 ; BS,l(p):3p(1_ p)z ; B3,2(p):3p2 (1_ p) ; 83'3(p): p°.

2.1.B,o(p)=-p)"; B,.(p)=p"

2.2.Pourn> letpourl<isn- 1:

D'une part :(1- p)B,_;,(p)= (L- p)( (n._lJ p- p)(”’l)’ij =[n._1j pl-p).

D’autre part : an_li_l(p) = p[ [?:ﬂ pi—1(1_ p)(n—l)—(i—l)J _ [n —1j 0 (1_ p)n—i

Par addition {1~ p)B,_,;(p)+ pB,_1,+(p) :[ ) [” flj + (f‘ ‘1j j o' (1- p)

En tenant compte de la relation de Pascal concertes coefficients binomiaux, c'est-a-dire :
n n-1 n-1 . .
(jz( _ j+( j(pourn> let pourl<i<n- 1, on obtient:
i i i
n i n—i
(4= )83 5+ 9B, (0)=[ o - =5, ()

Et en outre particuliérement : poOri<n : B ,=(1-p)B, ,, et pour0<i=n : B,, = pB, 1.,

3.1. Si l'on excepteB,, qui est un polyndme constant, égal a une constsinietement positive, les
expressions données des polynémes de BernBteisont des expressions factorisées, en généralen de
facteurs exactemenp:et (1- p).

Sii=21, au moins un facteyy figure dans sa factorisation etistn, au moins un facteu(rl— p) figure
dans sa factorisation. PoOki <n, B,; s’annule en zéro et en 1 et seulement en cespieots.

Les cas de factorisation en un seul facteur sBpt(p)=(L- p)" qui s'annule en 1 et seulement en 1 et

B,.(p)=p" qui s'annule en zéro et seulement en zéro.

3.2.Quelles que soient les circonstances, chacun desufa deB, ; est positif sur{o X 1] , il en est de méme

de B,;.
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i=nn\ . .
4. On rappelle la formule du bindme de Nevvto(ec+b)“=2(,jaﬂb”" que l'on applique avec
|

=0

m p'(1-p)"”

1=n n . .
5.1. Pourn= 1, on considére la fonction numérique— f(x)=(x+b)" = [ Jx‘ b"" que l'on dérive de

= -

a=p ;b=1-p. Etde ce fait avea+b= .10n obtient 1=1" =

o

i=0

gilbertjulia 4

deux fagons :f'(x) = n(x+b)" ™" = S i(nj X" . On en déduit :

o =iy o =y o . .
x f'(x)= nx(x+b)"™" = i(_jx‘ b =3 i()x‘ b"™ car pour Iindice zéro la sommation ajoute un &rm
: =l

nul.
; i:n' n i n-i
Pourx=p ;b=1-p, on obtient :np=_>"i| = |p'({1-p)
i=o \
Si I'on dérive une deuxieme fois de deux fagons :

f"(x)=n(n-1)(x+b)"> :zi (i —1)(?} X 2p"" et donc :

1=n

x?f(x) = n(n-1)x® (x +b)" = e

n) . . i=n n) . .
i —1)(,jx'b”" =3 —1)(_}(‘ b"™" (pour les indices 0 et 1, la
2 I i=0 I
sommation ajoute un terme nul)

Pourx=p ; b=1-p, on obtient :

n(n-1p’=,,, ZO' ( —ﬂm pl-pf =3 Zm p (- py -3 [”J o (i p)-

Clest-a-dire n(n-1)p?+np=__ gi ? [TJ p'(t-p)”

En termes probabilistes, le polynéme de BernsB,qu{p) représente la probabilité qu’une variable aléatoir
suivant la loi binomiale de parametrest p prenne la valeur.

i=n n . . ) »
np= Z{ J p' (1— p)n ' représente I'espérance d’une telle variable aiiato

i=n

o N —i . . . .
i z(j p'(1- p)"™ aun lien avec la variance de cette variable aikat
|

DY aE—

Cette derniére est égale a :
= |
i=0

gjulia

G. Julia, avril 2018 III



Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Partie B : Des courbes de Bézier

1.1.La courbe de Béziate degré @t de point de control& est le singletor{A} . en effet pour tout ré@lde

I'intervalle [0;1] , OM(p)=0A

1.2.La courbe de Béziete degré ket de points de contréR et C est le segmer{tBC] . En effet pour tout
réel p de lintervalle[0;1] , OM(p)=(1- p)OB+ pOC et par conséquedM(p)= pBC avecp variant

dans I’intervalle[O;l] :

3.1.0n s’intéresse a la courbe de Bézierdegré 2t de points de controls, B et C.
Pour tout reep de I’intervalle[O ;1] , le pointM (p) est défini par la relation vectorielle :

OM(p)=(L-p)*OA+ _ 2p(L-p)OB+p*OC (1)

La relation vectoriellg1) s'écrit aussi OM(p)=(1- p)((l— p)OA+p @)+ p((l— p)OB+p O_Cf) c'est-a-
dire : OM(p) = (1- p)((1- p)OA+ p OB)+ p((1- p)OB+ p OC)

Si U(p) désigne le barycentre §A, 1- p); (B, p)} etV(p) désigne le barycentre 48,1~ p); (C, p}},
OU(p)=(1- p)OA+p OB etOV(p)=(1- p)OB+p OC.

Alors : OM(p)=(1- p)OU(p)+ pOV(p). Le pointM(p) est le barycentre ddU (p),1- p); (V(p). p}}.
Ce résultat sera généralisé dans la quedtion
Pour tout réep appartenant §0;1], le pointU(p) est un point du segmenB] et V(p) est un point du

segment BC]. Le segmen{u (p)V(p)] est inclus dans le triangkBC. Le pointM(p) étant un point de ce
segment, il est intérieur au triang&C.

On peut voir les choses autrement : Le p(M‘(tp) est pour tout régh de I’intervalle[O;l] un barycentre

des pointsA, B, Caffectés de coefficients tous positifs et non touks puisque de somme 1. Il appartient
donc a I'enveloppe convexe du tl{iA, B,C} , C'est-a-dire a l'intérieur du triangdBCfrontieres comprises.

2.1. A=M(0) et C=M(1) appartiennent & cette courbe. Le pdnion car dans le choix des pondérations
affectées A, B, G celles déA et deC ne sont jamais simultanément nulles.

2.2. De facon générale, quelles que soient les
coordonnées des poims B, C:

Cas depzé : les pointsu(%j etv(%j SONt e [r———

milieux respectifs des segments et [BC|. A

et le point M(%j est milieu du segment

1\ (1 . .
[U (EMEH (points rouges ci-contre)

Cas dep=% . les pointsUGj etVGj sont tels

gilbertiulia 2018

que AU L1188 et BY[E]= lBC puis
4) 4 4) e g

U (EJM (EJ = 1U (ly(lj (points verts ci-contre)
4 4) 4 (4) (4
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Cas de p=§ : les pointsU éj et V Ej sont tels queAU 3 =§ﬁ3 et BV 3 =§§: puis
4 4 4 4) 4 4) 4

UGJMGJ:Q" %U(%)VG’J Ce cas est symétriqgue du précédent, les roleA deC étant échangés

(points orange ci-dessus).

On utilise maintenant les coordonnées des p@ini, C:

2.2.2.0n choisit ici comme coordonnées@¢es coordonnée€ (6;3) :
Si (x,, v,) sont les coordonnées di&(p) :

xp ==2(1- p)'+4p(1- p)+6p’ =8p-2
giulia yp - 5(1_ p)2+2p(1_ p)+ 3p2 :6p2 _8p+5.

En particulier,MG) a pour coordonné{so : %) X M(gj a pour coordonné{sﬁl X 1—5} X Mg) a pour

coordonnée{z : gj )

De ces relations paramétriques, on déduit qUio| . 6.89 T v

Xp +2 \ 10
8

ce qui permet une élimination aisé \ m—

p:

du parametre : o B 8 b,

(x +2)2 X, +2 { )=6-H8-r+5\\ ~'/
— P P

Y, =6 -8 +5.

64 8

On obtient une relation indépendante ¢

paramétrep entre les coordonnées d&(p) : :
3., 527 05 2

nguna_ﬁx _§X+§ -4.76 0.5 9.15

L'ensemble des point#/ (p) est inclus dans

une parabole passant paet parC. -2.39

gilbergulia2018

Réciproquement, un poiritl (x,y) de cette parabole est un poivt(p) si le réel pz%z est dans

I'intervalle [O X 1] c'est-a-dire si-2<x< pautrement dit si I'abscisse 8k est entre celle da et celle de
C. L'ensemble des pointi] (p) est I'arcAC de ladite parabole.

2.2.1.Le texte original propos€ (4 ; 3) comme troisieme poirg.
On obtient dans ce cas les résultats suivants :

X, ==2(1- pf* +4p(1-p)+4p? =-2p* +8p~-2
" |¥p =5(L- pf*+2p(1- p)+3p* =6p’ -8p+5
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En particulier,M L a pour coordonné 3—1;2 ' M 3 pour coordonnée ZB;Q ' M L pour
4 8 8 4 8 8 2
. {3 5)
coordonnées— ; — |.
2 2

De ces relations paramétriques, on déduit que :
_3%ty,tl

16 ce qui permet une éliminatior]pel 6371y
N [ A
du paramétre : (-2.5)
2 uia
y. = 6 (3Xp + yp +1) _ 3Xp + yp +1 +5 :xl(f):—z EI gilbertiulia2018
P 256 2 yl(i)=6-12—8-z+5 c

On obtient une relation indépendante ( (£2)
paramétrep un peu plus loufoque entre le

coordonnées d# (p) :

5(2.1)
0.5 '
x> +6xy+ y?-58x-62y+193=0 X
9 ) 4.4 0.5 8.46
Le support de I'ensemble des poiri(p) est
une conique, en l'occurrence une parabg 21
puisque le discriminant des termes du deuxiéfre —
degré de son équation cartésienne est égal a zéro.
N 6.89 Ty /
\ axe de symétrie [

_—
Y="3 Xtm—
A c

(2,5) R 9 %46 x 71'-;]-"'4-[-58) o+(-62) y+193=0

- . . _ /
Voici une analyse graphique de cette coniqu {x1(5)=-2 g e S sieriazors
faite par le logiciel TiSpire. Notons que l'axe dg| lvil)-s -5 w5 - /

symétrie de cette parabole a parait-il po

équation y=—3x+5€9, chose qui n'est pag

anodine. : - ‘
-4.76 0.5 9.15

XxX+y+1 o
16
dans I’intervalle[O ;1] c'est-a-dire si+3x-1<y<-3x+ J15autrement dit W est dans la bande délimitée

par les deux paralléles a I'axe de symétrie dafalple passant I'une paret I'autre paiC. L'ensemble des
points M (p) est I'arcAC de ladite parabole.

Réciproquement en effet, un poikit(x,y) de cette parabole est un poMip) si le réelp = st

3.2.En considérant la relationOM(p) = (1- p)? OA+ 2p(1- p)OB+ p?OC :

OM(p)=0A+ 2p(O—B—aA)+ pz(&+&:—20—8):56\+2pﬁ3+ pZ(ZO—B'—ﬁ):aA+2 PAB+2p’BB

Finalement :AM(p) =2 pAB + 2p’BB

Les deux vecteursAB et BB' sont non colinéaires et forment une base du plauisqueA, B, Csont non
alignés, le milieu deAC] n’est en effet pas aligné avAetB.
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Si on rapporte le plan au repé(é\; @NB) une représentation paramétrique dans ce repére d
X=2p

o2 o pD[O;l] et une eéquation cartésienne en est
= p ulia

'ensemble des pointsM(p) est{

1 R N L
yzax2 ;0< x< 2. On reconnait une équation cartésienne d’arc debpke.

Cet arc de parabole est limité par le pdirgt par le point dont les coordonnées dans ce nauegegre sont
(2,2) . Il s"agit du poinC car 2AB + 2BB = 2AB = AC
On retrouve dans le cas général les conclusiote gigestion précédente.

n . n1 . _
4.Compte tenu qua= @M(p)=> B, (p)OR =B,,(p)OR +>_B,;(p)OR +B,,(p)OPR,
i=0

i=1
On applique les relations de récurrence vues aogroigs polynémes de Bernstei,;, =(1— p)Bn_LO et
Byn = PBy-1, d'une part et généralemeBy,; (p)= (1~ p)B,_y,; (p) + pB,_1;(p) d'autre part.

OM(p)=(L- p)B,15(PJOR +_ . ?Z_l((l— P)By1;(P) + PBy-1;1 P)OF + PB, ;.4 (p)OP,
OM{5)= (1B 1 a(pIOF + 5 (8, 0) )R of

oMm(p) = (- p)[nZ_l (Bui(p) )OT%J + p[Z(Bn_li_l(p) JOR + Bn_ln_l(p)O_F?JJ -

S (Bh—li—l(p) )O—E’ + Bn—ln—l(p)O_F?;J

i=0 i=1
En effectuant la réindexation=i — dans la somme de la deuxiéme parenthese :

OM(p)=(L- p){nZ_l(Bn_u (p) )OT?J + ot p[nf(Bn-u (p) JoPy; + Bn-Ln_l(p)O_RIJ -

i=0 =0

n-1

OM(p)=(1- p){nZ_l(Bn_li (p) )OT?j + D(Z(Bn_u (p) )O—P,AJ-

i=0 =0

Ce qui donne:OM(p)=(1- p)oU(p)+ pOV(p) et prouve queM(p) est le barycentre de

{U(p):1-p) ((p): n}.

Le point M(p) peut étre construit & I'aide des poikt$p) etV(p), lesquels sont de méme nature que
M (p) mais dépendent chacun d’un point de contrdle dasno

En itérant le procédé, il est possible de consIrM|(p)en se ramenant a des constructions de barycentres
dépendant de deux points de contrdle seulement.
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