Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Concours général ES 2017, probleme 3 : Marche
aléatoire associée a un jeu de pile ou face.

Le sujet n’est pas reproduit ici. On le trouveraifament sur les pages dédiées au Concours GériErala

interpellé car il semble tout fait pour un concowrsoderne » du CAPES. On croirait avoir sous Esxyle
sujet de réserve du CAPES 2017 : Une situatiorsitjas de Pile ou Face, des probabilités, des praues
aléatoires, un paradis du capésien semé de padesret

Tout candidat au CAPES 2018 devrait, a titre d’afitement a I'écrit, traiter les trois problémes pegette
année pour les séries ES et L. Les trois problesoas intéressants, et rivalisent sans coup férirecales
problémes du CAPES 2017. Il s’agit d'un excellest,tparfaitement ajusté au niveau actuel ou see dé
concours.

1. Le sujet
Le sujet est consultable sur le sitiettp://igmaths.org/spip/spip.php?article265
J'y ajoute une quatrieme partie qui exploite lesuléats obtenus dans les parties précédentes :

Partie D

On reprend la situation étudiée dans la partieest@-dire que le joueur dispose d’une fortunigile égale
a 2 euros et lance 5 fois la piece=5; f, =2.

On note comme on l'a fait dans les précédentegepaiti probléme la probabilité d’obtenir Pile en langcant
la piece « non supposée équilibrée » comme léédibhce.

1. Exprimer en fonction dp la probabilité que la fortune du joueur soit, ditadu jeu, strictement positive.
Applications numériquesp=06; p=05; p=04.

2. Exprimer en fonction dp la probabilité que la fortune du joueur soit, tautlong du jeu, toujours
strictement positive. Applications numériquep=06; p=05; p= .04

3. Exprimer en fonction dp la probabilité que la fortune du joueur soit, tautlong du jeu, toujours positive
ou nulle. Applications numeériquesap=06; p=05; p= 04
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Partie A

k
2. De fagon générale, pour tout entlee1, F, = f, +G, = fo + > X; .

i=1

Or, I'ensemble des indicd4,2,...,k} admet une partition en deux sous-ensemblesous-ensemble qu’on
noteral des indices pour lesquelsX; =+ let son complémentaire, ensemble des indigesur lesquels

2 X :Z(+1)

i=1 iol giuiazot7 10l

Cette somme a la méme parité que l'erkier
Sachant que card(1)0{ 0, 1...., k}

F O{f, -k, fo—k+2,.., fo +k-2 f, +k}

+>" (-1)=card(l) - (k - card(1)) = 2card(1 ) - k.

En particulier, lorsquef, =2; k=n= 5F,0{-3 - 11357}

et

Une condition nécessaire pour gu'il existe uneetr@jire aboutissant el (5, y) est quey soit une valeur
prise paiFs c'est-a-dire appartienne -3 -11357}.

Réciproguement, on peut facilement faire apparaiireun graphique des trajectoires aboutissanhaoun
des cing points d'abscisse 5 et dont 'ordonnépasdjent a{— 3-1135 7} :

Il existe une trajectoire aboutissant ¥h(5, y) si et seulement siC{-3, - 1,1, 3,5, 7}

=

Le programmetraj est affecté de trois
arguments : le nombren de lancers, la
probabilité p d’obtenir Pile, la fortune initiale
f. Ce programme renvoie sous forme de list
les abscisses et les ordonnées des points d’
trajectoire.

traj(5,0.5,2)
01,2345}
1234545}

trajl5,0.3,2)
{012,345}
{21,0-1,01}
Terminé
traj(5,0.6,2)

{012345}
{23213}

Terminé

traj

1111

Define traj(nz /)=
Prgm

Local k&
newList%‘Hl; —x

newList(r+1) -y

A SR

©gilbertjulia 2017
ForkZn+l
-1 x| k]
{i-1]+2 randBin(1,p)-1{x]
EndFor
Disp x
Disp ¥
EndPrgm
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. . . . . . gilbertjulia2017
Trajectoire qu'il est possible de visualiser

0.5 N
0.5 0.2 5.5
()
4 sti(5,2)
Partie B
1. On a utilisé implicitement cette variable aléatoitedans le programmg aj, c’estY, :randBin(L p).

X; +1
Dans ce programmeX; =2Y, — . Inversementy, ='T

k k
23X = 2y, -1)=2>Y, -k et F = f, +2> Y, - k.

k k
i=1 i=1 i=1 i=1

k
G, etF, sont deux fonctions affines dEYi , variable qui suit la loi binomiaIcB(k, p).
i=1

3.1 F, =(f, —n)+2i\(i :

i=1
n
La variable Y'Y, suit la loi binomialeB(n, p) et en conséquence prend les valgrsl ;...; n}
i=1
Il existe une trajectoire aboutissant b/h(n, b) si et seulement si il existe un enti@r appartenant a

{0:1;...;n} tel que b=(f, —n)+2m c'est-a-dire si et seuIementPsi_fZOJD{O :1;..n

b-f,+n
2

1=Nn
3.2. Cette condition étant vérifiée, F,=b< MY, = Ainsi :
i=1

n b-fo+n  n-b+fg

P(n’ b’ fo’ p) =gju\ia2017 [MJ p ? q 2

2

4.0n peut noter une trajectoire = (M, (K, f)),{o5. -

Cette trajectoire touche I'axe des abscisses seglement si il existe au moins un indjcappartenant a
{1; 2. n—]} tel que f; = O(il est exclu que ce soit en 0 @) Soit désormaisj le plus petit de ces

indices. On associe & cette trajectoire la trajetot'=(M", (K, f|k))kl]{0,1...,n} telle que:
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f‘k:_fk SIOSkSJ . . . N . . N s . .
, trajectoire qui va dé/1’q a M (n, b). (Ce qui revient a symétriser la portion de

f'e="~ sikz]
trajectoire avant le premier contact aq.

Etudions l'injectivité de I'application —t ainsi définie.

Si deux trajectoires; =(M, (K, f))cqos.  €tts =(Ni (K, 9i))yfos.., SONt distinctes, il existe au moins
un_ indicek tel que f, # g,

Soit désormaik le plus petit indice tel qué, # g,

* Ou bienk<j et dans ce cast', =—f, mais aussg', =—g, # f',. En effet, par hypothese, les
trajectoirest; ett, coincident jusqu’au pas— :1sit; est restée jusqu’'au p&s- sfrictement au
dessus de 'ax®x, t, aussi.

¢ Oubienk=j etdans ce casg’;=-g; <0 ; f',=f, = ( atteint 'axeOx pour la premiere fois
et t,, qui coincidait aved; pour tous les pas précédents, ne I'atteint pagyeart méme dire que
t,(j —1)=t,(j —1)=1 et quet,(j) =2 dans cette circonstance).

« Oubienk>j etdanscecag’;=g; # f; = f'; puisque les trajectoires images coincident awec le

trajectoires antécédentes apres le premier coftactmun) ave©Xx.
Deux trajectoires distinctes ont des images disid_'applicationt —»t ‘est injective.

Elle est aussi surjective. En effet, toute trajeetale M’y (qui a une ordonnée strictement négative) a
M (n, b) (qui a une ordonnée strictement positive) travexs moins une fois I'axe des abscisses. Cette

trajectoire est image de la trajectoire obtenueyanétrisant la portion de trajectoire avant la péegen(il
peut y en avoir plusieurs ...) traversée Og

Cette application est bijective. Il y a autant dgetctoires dévlop a M (n, b) qui ont au moins un sommet sur
Ox que de trajectoires dé’o a M (n, b)

n n

4.2. Le nombre de trajectoires ne touchant pas I'axeatlesisses e%(bemu"am[b - fo+ n}— (b +f, + n} .
2 2

La probabilité que tous les sommets aient une arél@strictement positive sachant que la trajectdicautit

n n n
b-fy+n|-| b+ f,+n b+ f,+n
2 2 —1- 2 _
n n
[b—fo+nJ {b—f0+nJ
2 gjulia2017 2

au cas ou le joueur n'a jamais été ruiné (il nfagés di renouveler sa mise initiale).

en M (n, b) est donc : Cette situation correspond

4.3. Par translation, il y a autant de trajectoiresMif0, f,) & M(n, b) que de trajectoires o (0, f, +1) &
M(n, b+1). Une trajectoire da (0, f,) a M(n, b) a tous ses sommets d’ordonnée positive ou nué s
seulement si sa translatée de vec{@,t) a tous ses sommets d’ordonnée strictemeniyaosit

n n
Le nombre de trajectoires ne passant pas sousdexabscisses e{sb - fo+ n} - {b +fo+n +1}
2
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La probabilité quil en soit ainsi sachant que laajdctoire aboutit en M(n, b) est

n n n
b-f,+n| - b+f0+n+1 b+f°+n+1
2 2 = 1- 2 . Cette situation correspond au cas ou le

n - gilbertjulia 2017 n
b-fy+n b-fo+n
2 2

joueur a pu éventuellement étre ruiné & un momew mais n’'a jamais été endetté.

Partie C

1. En réutilisant les notations de la partie A, sirigectoire part de I'origine, alors I'ordonnée plint de la
Kk

trajectoire d'abscissék est > X; => (+1)+ > (-1)=card(l) - (k - card(l ))=2card(l) -k . Si cette
i=1 i0l ion

ordonnée est nulle, anchard(I )— k =0 ; nécessairemerk.est pair.

2n "r1\" (2n
2. En adaptant la formule trouvée Br8.2: P(, 0, 0, p) = (lj (Ej = !
njl2) (2 n )22

3. Le nombre de trajectoires en question est le maredegnombre de trajectoires reliant le pdim(l 1) au
point M (2n -1 1) (le premier pas partant de l'origine, le dernvenmant sur I'axe des abscisses). C'est-a-
dire par translation de vecte(t 1, 0) le méme que le nombre de trajectoires reliantdimtpM (1, 1) au
point M (2n-2,1)

En adaptant la formule donnant le nombre de treijexs restant strictement au dessus de l@xeavec

2n-2 2n-=2
f,=b=1, etavec2n- 2pas, a savoi b—f0+(2n—2) -|b+f, +(2n—2) , on obtient :

2 2
No. = 2n-2) (2n-2
2\ n-1 n
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Partie D
nCr(5.2) p2 (1-p)>ncr(5,3) p>- (1-p)?+ncr(s,4) p* (1-p)+p>
-p2-(4-p3—15-p2+20-p—10]
1. SOIt Ab I’éVénement : « Ia Definef{v}=-p2'[4'p3—15'p2+20'p—10] Terming
trajectoire aboutit e (5, b) » 0Ub || 4 uisors
appartient -3 - 11,357 etE | Jses
'événement «la fortune du joueu 3125
est, a la fin du jeu, strictemeny g 0 91296
positive ». 105) 13
E=AOAOADOA et les 16
événementsA, sont deux a deux||Aos) 0.8125
disjoints. A0.4) 2072
3125
Ao.4) 0.66304

P(e)=P(n)+ PA)+ P& )+ U8 )=[ 30+ 5 e o s =(i0- 200 41507 - )

2. SoitF I'évenement « la fortune du joueur est, tout awgldno jeu, toujours strictement positive »

F=(AnF)O(A,nF)O(ANF)O(A nF) et
P(F)=P(A, n F)+P(A, n F)+P(A, n F)+P(A, n F)

p(E) =[] p?g® x 1_@ 2 pi? x 1_@ 2] prg+ ps
S RO

O

Pour chaque valeur de b: [ =
16
= X + )
P(1, 0 F)=P(a,)x+P, (F) o
Pour les probabilités conditionnelles Be |04 2072
sachant A,, on réutilise les formules 3125
trouvées dans la partie 82 et 4.3 (qui |04 066304
sont des probabilités condltlonn_e_llfas ncr(s.2)- 52 (1-p)* lfncl-(:s&})mcl{sj) L) (1)t ncsd) £ (1)
Lorsqueb= 5ou b= 7, ces probabilités - ncr(s.2) - ner(s.3) e
conditionnelles sont égales a 1. o2 (2 p?-6-prs)
Define g(p)=p>- (g pi-6 p+5] Terminé
{el06)elo5)2(04)} {ﬂiﬁ}
On obtientP(F): p2 (5—6p+2p2) 625 8 625
{2(0.6).(0.5).5(0.4) } {0.7632,0.625.0.4672 }

©gilbertulia2017]
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3. On procede de méme pour I'événeme
G: «la fortune du joueur est, tout au lon
du jeu, toujours positive ou nulle ».

on obtient :

P(G)= p? (9-17p+12p? - 3p?)

|
p!- IZ p!fé-erS A

Define g(z:}=p2- (2 p2—6-p+5] Terming

{g(0.6).g(0.5).g(0.4)} 477 5 292
625°8 625

{el0.6)g(05).(0.4)} {0.7622,0.625,0.4672 }

@gilbartjulia2017

1

1,
nCr(5,2)

nCr(S,2)-p2- (17;:')3

)+nCr(S,3) pa-(l—p)2+nCr(S&)-p4 (1—p)+p5
-2 (3-;:3—12 p2+17-p—9]

Deefine fl(p)-p° (3-;:3—12 p2+17-p—9] Termine

{n(0.6).n(0.5).n(0.4)} {@ 25 ﬂ}
2125 3272125
{n(0.6).n(0.5).n(0.4)} {0.88092,0.78125,0.62848 }

o
2

En effet : P(G)=(2J p?q® x| 1-

{4

5
p’q? +(4J pig+p°.

Lorsqueb= 3u b=50ub= 7, les probabilités conditionnelles @esachani, sont égales a 1.
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3. Simulations
Partie C

On se propose de simuler une série expériencemtant dans cette série les trajectoires qui vamt doint
donnéM (0, f,) & un point donnkl (n, b) , et en calculant les proportions parmi ces ¢tajees de celles
qui restent strictement ainsi qu’au sens largeessus de I'axe des abscisses.

Plagons-nous d’abord dans le casroel0; b=4; f, =

D’aprés I'étude qui vient d’étre faite :

2

10
« La probabilité qu'une trajectoire aille dé, (0, 2) a M (10, 4) est : P(1042, p):[ 6} pq*.

* La probabilité qu'une parmi ces trajectoires soitjours strictement au dessus de I'axe des abscisse

est:1-——=

o

(10}
8
. 0786 & 10° prés.

» La probabilité qu'une parmi ces trajectoires soiljours au sens large au dessus de l'axe des

v

abscisses est=]1-——~ £ =——

10

6
Le programme traj a été
modifié de facon a simuler ung
série dee essais dans lesquel

on reléeve le nombreu de
trajectoires allant dév (0, f) &

M(n, b), parmi ellese nombre

v de trajectoires restani
strictement au dessus Gx etw

au sens large puis leg
. AR

proportions —,— de ces
u u

trajectoires parmi  celles qu

vontdeM (0, f) a M(n, b).

Ci-contre, on procede a 1000

= 22 = 0952 a 10° prés.

essais avec diverses valeurs (

la probabilitép.

traj(10000,10,4,2,0.8)

[887. 687. 844.

traj(10000,10,4,2,0.6)

(2515. 1986. 2393.

traj(10000,10,4,2,0.5)

(2092, 1645. 1983.

traj(10000,10,4,2,0.4)

[1053. 832. 991.

0.774521

0.789662

0.786329

0.790123

0.951522]

Termine

0.951491]

Terminé

0.947897]

Termine

0.941121]

Terminé

L

traj 12

Define trajle,n,b./p)=
Pram

Local i,kx v

0—u

0=y

[T
Forile
newList{fH 1} =X
newList{_rz+ 1=y

(1]

©gilbertjulia2017

Fork2,n+1

-1 ax[kj

[ 7-1]+2- randBin(1,p)-1-{x]
EndFor

If {n+1]=b Then

u+1—u

If min{}'}>0 Then

1+l =1

Endlf

it min{y}zo Then

w+l—w

EndIf

EndIf

EndFor

. . : . . VW
On peut conjecturer que, si le nomhrearie selon le choix dg, en revanche les proportiors, — restent
u u

passablement stables. On peut comparer avec lealplités théoriques.
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Plagons-nous maintenant dans le casieB0; b=2; f, =

8

» La probabilité qu'une parmi les trajectoires pokesitsoit toujours strictement au dessus de I'age de

30
2+8+30 (30J
2 20
abscisses estl- 2 =1- _62_
30 30) 95
2-8+430 |,
2

—= = 0653a 10° prés.

» La probabilité qu'une parmi les trajectoires polesilsoit toujours au sens large au dessus de I'axe

30

2+8+30 30

—+1

. _ 2 21) 111 a3 s
des abscisses est + =1- =——=0835a 10° pres.
30 30) 133
2-8+30 12

2

e —

taj(10000,30,2,8,0.6)

iraj(10000,30,2,8,0.5)
La simulation illustre cette situation
On effectue toujours 10000 essa
avec diverses valeurs ge

traj(10000,30,2,8,0.4)

Confronter avec les

théoriques.

probabilités

traj(10000,30,2,8,0.3)

ogilbertjulia2017]

[127. 79. 106.

[845. 562. 709.

[1432. 934. 1179.

[711. 472. 598.

0.622047 0.834646}

Termine

0.665089 0.859055}

Termine

0.652235 0.823324}

Termine

0.663854 0.841069}

Termine

fraj

12/24

0=v

0-w
Fori,l,e
newList(n+ 1) =x
newList{n+1 =y
-3{1]
®@gilbertjulia2017
For k2,n+1

-1 k]

EndFor

if 3{n+1]=b Then
i+l

If min(y)>0 Then
v+l

Endlf

If min(y)=0 Then
w+l—w

EndIf

EndIf

EndFor

u
EndPrgm

. vow
Disp |z v w = =—
u

‘[k—11+2 randBin(Lp)—l ﬁy[k]

G. Julia, mai 2017



Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Partie D
“traj" enregistr, effectug Ifm_; 10000 0 6]
Define tr a_]{gp)—
Prem (o892 7568 8750]
Local w,v,w,ijkxy e
Le programmeraj a été une nouvelle|’”” .
. e s . . 0-v traj(10000,0.5)
fois modifié. Il simule maintenant un€o-w
Ari Ari Fori le [B020 6152 7722]
série dee expériences de 5 lancers, a e
cours de laquelle on dénombre lguewList(c)-x Termine |
trajectoires aboutissant a un poirg‘:"’;[ifﬂ(@)*y raj(10000,0.4)
d’ordonnée positive (variable), ainsi |egieruiazo17 [e621 4690 6269]
que les trajectoires restant au dessus ;F(Ol‘l“«[ﬁk] Terming
. . —.1 =X
Ox, strictement (variablg) ou au Sens|;[i-1]+2 rmndein(1r)-1-3{x] | 72i(1000,0.3)
i EndFor
large (variablev). 3 6]e2 741 Then [455 288 427]
u+l-u Terminé
If min[y}>0 Then
v+l ©gilbergulia2017]
Endlf =

|"traj" enregistr, effectué
newLisi(6) o = [8020 6152 7722]
newList[_é =¥
2-9[1]
®gilbertjulia2017 aj(10000,0.4)
For k2,6
el K] [6621 4690 6269]
Wr-1]+2 randBin(1,5)-1-3[]
. , EndFor

Il reste a confronter ces les fréquencyi;{s]-2 j+1 Taen Ogilbertulia2017

A H 1 u+l—su
de réalisations dé&, F, G avec leurs )0 Then #j(10000,0.3)

probabilités théoriques. R
Endlf
If min(y)20 Then Terminé
w+l—w
EndIf

EndIf [2648 1598 2467]
EndFor
EndFor Terming

Terming

Terming

[4738 3004 <408]

ai(10000,0.2)

Disp [u v w]
EndPrgm = =

Confrontation laissée au lecteur ...
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