Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Tétraedres.

Ce probleme est un mixage de deux thémes.

Le premier théme aborde la notion de « point de dom d'un tétraedre et améne a la démonstratiom d’u
alignement de points remarquables qui rappellediaément G, H, O et la droite d’Euledlans un triangle
du plan.

La partie C, indépendante des deux précédentaexgaite du probléme 2 du concours général 2015.
On rappelle ci-dessous quelques prérequis, notarhgueda notion de tétraédre orthocentrique.

On appelle tétraedre la donnée, dans I'espacejateegpoints non coplanair@s B, C, D Les arétes du
tétraédre sont les segmem®], [AC], [AD], [BC], [BD], [CD].

—_— _— —_ —_ -

R1. Pour tout tétraédr@BCD, il existe un unique poir® tel queGA+ GB+ GC + GD =0, appelécentre

de gravitédu tétraedre.

Ce pointG est point de concours des médianes du trianglejtedrreliant chaque sommet au centre de
gravité de la face opposée. Il est aussi pointateaurs et milieu des bimédianes, segments joigieant
milieux de deux arétes opposees.

R2. Il existe un unique poinD équidistant des quatre poings, B, C, D Il est point d’intersection des axes
médiateurs de chaque triangiBC BCD, CDA, DAB(droites passant par les centres des cerclessizits

a chacun de ces triangles et perpendiculairesaaud® celui-ci) et point commun aux six plans médies
des arétes. Il est centre d'une unique sphérpagse pahA, B, C, D(sphere circonscrite au tétraedre).

R3. On appelle hauteur issue Ada droite passant pa et orthogonale au plaBCD. On définit de fagon
analogue les trois autres hauteurs, issue®,dde C et deD. On dit qu'un tétraedre de I'espace est
orthocentriguesi ses hauteurs sont concourantes (tous ne lgpaghtUne condition nécessaire et suffisante
(parmi d’autres ...) pour qu’un tétraédre soit orénrtcique est que ses arétes opposées soient, duIKa
orthogonales.
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1. Le sujet

Partie A. Plans médiaux d’un tétraédre et point deMonge

aal Tem
On note, respectivement,Q, R, S, T, U, Mes A
milieux des arétesAB] , [BC], [CD], [DA], [AC],
[BD]. On appelleplan médial du tétraedreout plan
passant par le milieu d’'une aréte et perpendiaukair
I'aréte opposée. Il y a ainsi six plans médiaux.

gilbertjulia2015

Par exemple le planP, passant parQ et
perpendiculaire &3D) est un plan médial.

On note de mémePr, Ps ... les autres plansg B
meédiaux. C

1. Montrer que la droite d’intersection &g avec le plan@QVR) est la hauteur issue @edu triangleQVR
Etudier de méme les intersectionsRieet dePravec le plan@QVR.

2. On note/g la droite perpendiculaire au plaQV{R et passant par I'orthocentks du triangleQVR
Montrer quedg est incluse dans chacun des trois pRg$y et Pr.

3. On noteA, la droite perpendiculaire au pla@TU) et passant par I'orthocentk, du triangleQTU.
Montrer quelg etA, sont sécantes en un polvitqui appartient a cing des six plans médiaux daéélre.

4. Montrer gu'il appartient aussi au sixieme plan raédCe pointM est appelé « point de Monge » du
tétraedre.

5. Montrer que si le tétraedABCD est orthocentrique alors son orthocentre est eneniémps son point de
Monge.

Partie B. Plans médiaux et plans médiateurs du téaedre.
Un plan médiateur du tétraédre est un plan pagsarie milieu d'une aréte et perpendiculaire aecetéme

aréte. Il y a six plans médiateurs, que 'on nofégallg, Ms, ...

1. Montrer quePq et Mg sont symétriques par rapportGiet que, plus généralement, le symétrique par
rapport aG d’'un plan médial est un plan médiateur.

2. Montrer que les pointsl et O sont symétriques par rapporGa

3. Est-il vrai que les hauteurs d’'un tétraedre orthtigue ABCD sont concourantes éhsi et seulement
si le tétraedre est réguli@r Est-il vrai que les hauteurs d'un tétraedre orthtrigue ABCD sont

concourantes e si et seulement si le tétraédre est réguli&st-il vrai que dans un tétraédre quelconque
ABCD, centre de gravit& et centre de la sphére circonscfitsont confondus si et seulement si le tétraedre

est régulier?
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Partie C. Un probléme de construction

Dans ce qui suit, le produit scalaire de deux weste et west notévw
Soit4y, . . . ,A, quatre droites distinctes non coplanaires concaesaen un poirtl. Pourl<i <4, on

choisit un vecteur directeur unitai@ de A; et, pourlsi<4;1< j<4, on notec =EuT

1.0n suppose qu'il existe un tétraeda@,AsA, dont les hauteurs sont concourantebie tel queA; DA
pour tout j 0{ 1, 2, 3 4}. Montrer quec,, X Cs, = Cy3 X Cyy = Cyy X Cyg.

2.Réciproquement, si,, XC;, =Cy3 XC,, =Cyy XCyy # ,AMontrer qu’il existe un tétraedrgA,AsA, dont les
hauteurs sont concourantest¢et tel queA; A ; pour tout | D{ 123 4}.

3. L’espace étant rapporté a un repere orthonormatpasidére les droited; pourl<i< 4, passant par

0 1 0 -1
I'origine O du repére et de vecteurs directeufs ;| O | ; A, | O |; Ay | 1 |; A, |-1]|. Existe-t-il un
1 -1 -1 1

tétraedre’dsA,AsA, dont les hauteurs sont concourante®aet tel queA; OA; pour tout D{ 123 4} ?Si
Oui, en proposer un.
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1. Les pointsV etR étant les milieux de deux des c6tés du triaBg®, la droite /R) est paralléle au
troisiéme c6té@D) de ce triangle. PuisquED) est perpendiculaire au pl&g, il en est de méme de la
droite (VR). Cette droite est orthogonale a toutes les dyaiteplarPq, en particulier a la droite
d’intersection dd°g avec le plan@QVR). Cette droite d’intersection est une droite canpQVR qui passe
parQ et qui est perpendiculaire ¥R) : c’est la hauteur issue edu triangleQVR

De mémeQ etV étant milieux de deux c6tés du trianglaD, la droite QV) est paralléle au troisieme cbté
(AD) de ce triangle. Elle est perpendiculaire au Fladonc orthogonale a toutes les droites de ce plan,
particulier & la droite d’intersection &g avec le plan@QVR). Cette droite d’intersection est une droite du
plan QVR qui passe paR et qui est perpendiculaire QY) : c’est la hauteur issue &du triangleQVR

De méme, I'intersection d@, avec le plan@QVR) est la hauteur issue dedu triangleQVR

2. Soit un plarP et une droitd perpendiculaire &. Alors, toute droite orthogonalelaest paralléle au plan
P. Si de plus cette droite passe par un poirR,ddle est incluse daria c’est la démarche qu’on va utiliser.

Le pointHg, placé sur les trois hauteurs@¥R appartient a chacun des trois plans

La droite/Ag étant perpendiculaire au pl@VRest orthogonale a toutes les droites de ce plapaditulier
aux droitesVR), (RQ), (QV). Elle est donc orthogonale aux droit€d], (CA) et (AD) qui leur sont,
respectivement, paralleles. OEL), (CA) et (AD) sont perpendiculaires, respectivement, aux ansy,
Pr.

Qg passe un point d&, et elle est orthogonale &D) : elle est incluse dari,.

Ag passe un point de; et elle est orthogonale @A) : elle est incluse dari.

Qg passe un point de, et elle est orthogonale AD) : elle est incluse dari,.

Ces trois plans médiaux ont donc une droite comm@nemontrerait pareillement que, trois a trois ce
plans mediaux ont une droite commuri,: Pr, Py ont en commun la droit, que I'énonce deéfinit?y, Pk,
Psont en commun la perpendiculakg au plan YRS passant par I'orthocentk. du triangleURSet Py,
Py, Psont en commun la perpendiculaike au plan TV passant par I'orthocentky du triangleTVS

3. De la méme fagon, la droitg est incluse dans les trois plans mediBgxPy, Pr.

Les deux droited, etAg sont toutes deux incluses dans un méme planpecufrencé®,. Elles ne sont pas
paralleles, puisque respectivement perpendiculaidEux plans sécants. Elles sont sécantes. Laur po
d’intersectionM appartient aux cinq plai, Py, Pr, Py, Pr.

4.1l reste a montrer quigl appartient &s. MaisM appartient aux deux plafx etPy. Il est sur leur droite
d’intersectionAc, droite qui est aussi incluse ddhs Ainsi, M appartient au sixieme plan médiy

5. Si le tétraedre est orthocentrique, alors les ai@posées sont deux a deux orthogonales. Puis&e (
est orthogonale &) et qu’elle passe p&), elle est incluse dans le plRg. De mémePg contient la droite
(BO), Ps contient CD), etc ...

Le pointB appartient &, et aPg donc a leur droite d'intersectidi. Cette droite est perpendiculaire au
plan QVR donc au platACD) qui en est un plan parallele et passe par le siropposé : c’est une
hauteur du tétraedre. De méme les drdiied\c etAp sont des hauteurs du tétraédre. Leur point de coaco
en est I'orthocentre.

Partie B.

1. Les plan$q etls sont tous les deux perpendiculaire€8Y : ils sont paralleles. Le poi@ est
isobarycentre des quatre poiisB, C, D D’aprés le théoreme d’associativité, il est abssycentre de
(Q.2); (S,2) : c’est le milieu de@9 (le centre de gravité d'un tétraédre est milietsds bimédianes). De
la sorte Q et Ssont symétriques par rapporGala symétrie centrale de cen@dransformePq en le plan
qui lui est paralléle et qui passe par 'imagegdec’est le plafis.

De mémePx et sont symétriques par rapporGaetc ...
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2. Une transformation quelconque de I'espace trangdiimtersection de deux objets en l'intersectien d
leurs images : la symétrie centrale de ce@tteansforme l'intersectioM des six plans médiaux en
l'intersectionO des six plans médiateurs.

On pourrait ainsi démontrer, de facon peut-étre plagante, que les six plans médiaux ont un point
commun : puisque les six plans médiateurs ont emum le centr® de la sphére circonscrite au tétraédre,
les six plans médiaux qui en sont leurs imagesapsymétrie centrale de centBeont en commun l'image
de O par cette symétrie centrale.

3.Dans le cas d'un tétraedre réguli&=O=H .
Réciproquement, chacune des conditions énoncédiglirrmueG =0 =M . Mais si le point de Monge est

enO, alors les droitefa, Ag, Ac etAp sont aussi les axes médiateurs des triafgftis, CDA, DAB, ABC

Les pointsHa, Hg, He, Hp orthocentres des trianglBED, CDA, DAB, ABGont en méme temps les centres
des cercles circonscrits a ces triangles (dans [g@ans). Or, un triangle dont I'orthocentre estfoadu avec
le centre du cercle circonscrit est nécessairegmuitatéral. Les facd8CD, CDA, DAB, ABQu tétraedre
sont toutes des triangles équilatéraux, le téteésirrégulier.

Partie C.
1.1l existe des réels, x,,X;, X, tels que :HA; = x; u; pour toutj {1, 2,3 4}.

—_ s

Pourlsi<4;1<j<4: AA =HA —HA =xu -xu,
Si les hauteurs sont concourantesietes droitesKlA;), (HA), (HAs) et (HA,) sont respectivement

orthogonales aux plarf,AA, ), (AAA ), (AAA,), (AAA,).
Une condition nécessaire et suffisante pour ¢lA)(soit orthogonale zﬁA2A3A4)est gu’'un de ses vecteurs

HALAA, =0
HA.AA, =0

X3Ci3 — X, €, =0
X4Cq = X3C3=0

directeurs soit orthogonal a deux vecteurs indépetsdie la direction déA2A3A4): {

Xlul'(x3u3 ~ X2 Uz) =0 Soit - {Xl(x3 Ci3 =X C12) =0

— . . _ Ou encore {
Xl'(x4 Cis = X3 C13) =0

Autrement dit ;
X Up XUy = XgUg]=0

puisquex; n'est pas nul.

HA,. =0 X4Cpy —X3Crs =0  |HA;.ALA =0 X = X,Cy, =0
De méme : _Azﬁ implique:{ ava4 T As-Pahy implique:{ 1C13 7 X4 Cay
HA,.A,A =0 % C2 ~XaC%0 =0 |HA, AA, =0 X4Ca4 = X5Cp3=0
HA,. =0 X5Cpy = X, C1, =0
ot | A implique:{ 2rea A4
HA,.A,A; =0 X3C34 = XCpq =0

De ces relations, on tire (entre autres) un syst2 d’équations linéaires d’inconnuesetx; :
{Xz Cos = %€y =0 X1 C1p = X3Cp3 =0

3 et un d'inconnues, etx; :
X3Cp3 = % C;3=0

, un autre d'inconnues etxs: { 3
X Cq —X3C3, =0

{chls = X4C34=0
X1Cp = X4Cp =0

Puisque ces systémes ont des solutions non nigilgs,déterminants sont nulg,,c;, —C,,C,5 = €0
C3Co4 ~Cp3Cyy = 0. Par suite £;,Cq4 = Cqy Cy3 = C15Cyy
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On peut regarder au passage ce qu'il se passscsj = c,, C,3 =C;5C,, =0 . Alors, un des vecteurs unitaires
est orthogonal a deux autres. Par exemple =c,; = siglifie queu, Ou, ; u; Ju, . Mais aussi :
€41 Cy3 =0. Il n'est pas possible que,; = , Baru,, u,, u, seraient coplanaires dans le plan vectoriel

orthogonal aTl .Donc:c,; = Oet @ DE . Trois des droites sont orthogonales deux a daAux4, , A,

dans notre exemple).

R L. . X4C34 =0 :
Les systémes precedents dewenne{rx’g Cy1 — X3C43=0; {x2 Cyp — % Cyy =0 ; d’ou on tire :
X4Co4 =

X, =0, c'est-a-dire quéy est erH. Le tétraédre est un tétraédre trirectangle.

2. Réciproquement, s3,,C;, =C,; C,3 =C;5C,, Z  JOAlOrS les systemesx2 précédents, tous de déterminant
nul, ont une infinité de solutions, que I'on pexpemer en fonction de =A (non nul) :

X, SLIPY Xs =Gz, . X, =92 ) Ces réels sont tous non nuls.
Coq Cos Coq
Si ces relations sont vérifiées, en posdi = x u; ; i = 1,234 on construit quatre poin#s, un sur chaque

HA LA A, = O’ o

s .
HA .A;A, =0
droites HA)) sont perpendiculaires aux faces opposées :tleetltes obtenus (qui se déduisent les uns des
autres par homothéties de ceritijesont orthocentriques.

droite et tous distincts dé tels que les relations vectoriell% tc ... sont vérifiées. Les

3. Application numérique.
Un vecteur unitaire directeur de chaque droiterespectivement :

J3
J2 _N2
(I I
Gloliu| 0 |iu| 2|y -2
1 V2 2 3
) 2 3
2 3
. V2 3 1 J6
AINSI 1 €y =iy === 5 € 5= 1 Coa =7 €4 0oy ==~
C5C34 = C13Cy4 = C14Chg :g =?3 , la condition de la questidhest vérifiée.

N33 =212, _-\212

= A Xy = A X A soit:
-J613" " 12 N

Par exemple x; =2; X, =—J2 ; X3 =-2y2 ; X4 =2V3.
Ce qui amene aux points suivants :

0 -1 0 -2
A0l A0, AA|-2]; Aj| -2
2 1 2 2
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