Ecrit 2 CAPES Mathématiques

CAPES Agricole 2019 : Objectif Lune

Le sujet est a se procurer en ligne. Quelques questions dont ’intérét d’une correction est treés relatif sont
zappées.

Ce sujet est remarquable par sa partie A, intéressante, instructive et rappelant une découverte
historiquement magistrale, coup de chapeau a [’auteur du sujet pour ce choix opportun. J'invite les
candidats au CAPES a étudier au moins cette partie. Les parties sur la cosécante, sont plus « terre a terre »
si j’ose m’exprimer ainsi en la circonstance.

Configurations du plan

Partie A : Distance Terre-Lune

Dans toute cette partie, I'unité de mesure des angles est le degré

2. Soit (x, y,z) la mesure d’un angle en degrés, minutes et secondes. La mesure de cet angle en degrés

+ X4 =

x —
antta 60 3600

décimaux est 6’(x, v, z)=

La fonction f définie ci-contre effectue cette conversion. Define fya)mrt 2t Terminé
60 3600

. . 2 . 2 A 2ot 1 ilbertjuli

Si on note E le point de I’équateur situé sur le méme méridien |7
) L. #34,21,25) 34.35694

que Berlin et Le Cap, la mesure exacte en degrés décimaux de

o A52,31,12) 52.52
I’angle ETC est 52,52 tandis qu’une valeur approchée de la |22 sesr6s
31, 12 13
D 2, z
2 o] N -3 2
mesure en degrés décimaux de I’angle ETB est 34,357 a 10~ |* " >
21, 25 257
. 57

pres par exces. 60 3600 7

o
L’angle BTC est la somme de ces deux angles, 86,877 est une |

< N -3 N N
valeur approchée de sa mesure a 10™ pres par exces.

3. BC =2x6370%sin B

. On trouve 8760 kilometres au kilometre pres.

4.1. Soit J’ le symétrique de J par rapport au point O. Le
segment [JJ’] étant un diametre du cercle circonscrit au triangle
1JK, le triangle JJ'K est un triangle rectangle en K.

0 0
Par conséquent : KJ =JJ 'sin(JJ'KJ = 2rsin(JJ'Kj .
Or, les quatre points J, K, I, J’ sont des points cocycliques.

O
D’apres le théoréme de I’angle inscrit, les deux angles JJ'K et

silbertjutia2019

O
JIK sont ou bien des angles égaux ...
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... ou bien des angles supplémentaires.

Ces deux angles ont, dans les deux cas, le méme sinus. x

O
On en déduit que : KJ = } 2rsin(J1K j /

D
C'est-a-dire que sin(JIK j =& .

e

2r
gilbertjulia2015
4.2. Par permutation circulaire des lettres I, J, K, et sans
nouvelle  démonstration, deux  relations  analogues :

d O
sin| KJI :K et sin| IKJ :ﬁ
2r 2r

NB. On note que les relations précédentes ne sont autres, écrites différemment, que la relation des sinus
dans un triangle.

On connait mieux cette « relation des sinus» dans un triangle not¢é ABC sous la forme
a b

« », rapport accessoirement égal a deux fois le rayon du cercle circonscrit.

sinA sinB sinC
Notons au passage, ce qui va servir bientot, la relation de proportionnalité indépendante du rayon du cercle

. . .. a_sinA
circonscrit que voici : — =

sin B

4.3. Intéressons nous a la figure 1 de 1’énoncé et reprenons ses notations.

O O 0

Le triangle BTC étant isoctle de sommet 7, I’angle & =TBC =TCB est tel que : 24 + BTC =180. Cet angle
o

estégala: a = 90——2

Considérons dans cette figure 1 le triangle BCL et évaluons les divers angles de ce triangle :

]
. D’une part C§L=18O—I;—fr=90—l;+B§C.
]
. D’autre part : Bg‘L=180—é—fr=90—é+B§C.
] O
. Enfin, BLC =180~ BCL~ CBL =180—| 90-¢+ 21€ |- 90—5+B—§C =b+é-BIC
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Nous ne connaissons pas le rayon du cercle circonscrit.

Cependant, appliquant a ce triangle les formules obtenues a la question précédente, et en particulier la
remarque « une relation indépendante du rayon du cercle circonscrit » :

O
sin(BCLJ
— =————% clest-a-dire que : BL =
sin(BLC J

0

gilbertjulia B
sin(BLC J

o
sin(BCLj
C—

Compte tenu des valeurs numériques calculées par
les divers protagonistes de cette affaire :

a= 90

&

=46,56 (107 pres);

86,877
2

0 ~

CBL=180-bh-4 =79,92 (a 107 pres)
m]

BCL=180-¢-a=98,78(a 107 pres) ;
] R u]

BLC ==b+¢&—-BTC =1,303 (2 107 pres)

On obtient : BL =380700 kilometres

De méme, on obtiendrait : CL =379280 kilomeétres

Define 1=86.876944444444

. !
Define a=90——
2

90—

[SHES

180-53.52-46.561527777778

180—34.66-46.561527777778

53.52+34.66—+

8760 sin(98.778472222222)
sin(1.303055555556)

8760- sin(79.918472222222)
sin(1.303)

egilbertjulia

Terminé

Terminé

46.56153

79.91847
98.77847
1.303056

380700.8

379281.6

G. JULIA, mars2019




Ecrit 2 CAPES Mathématiques

Partie B : Définition de quelques fonctions trigonométriques
L’unité de mesure des angles est désormais le radian.
4. Soit le point M, sur le cercle trigonométrique et T, la tangente en ce point au cercle trigonométrique.

Cette droite T, est la perpendiculaire en M, a la radiale (OM,). Elle est parallele a Oy quand M, appartient a
Ox, c'est-a-dire quand x =0 (IT), et elle est parallele a Ox quand M, appartient & Oy, c'est-a-dire quand

xE%T (7).

5a 8. Le point L, existe si et seulement si 7, et Ox sont des droites sécantes, c'est-a-dire quand x n’est pas
T
de la forme x=5+k7T ; kOZ.

Le point N, existe si et seulement si 7 et Oy sont des droites sécantes, c'est-a-dire quand x n’est pas de la
forme x=kn ; kOZ.

L’ensemble L des réels x tels que L, existe est I’ensemble : R - {g +km; kO Z}

L’ensemble N des réels x tels que N, existe est I’ensemble : R - {k T kU Z}

Pour obtenir les coordonnées de ces points, quand ils existent, la recherche d’une équation cartésienne de la
tangente est utile.

L’auteur du sujet n’ayant pas libéré la notation x pour désigner ’abscisse d’un point de la tangente, il
appartient au candidat de distinguer, d’une facon ou d’une autre, la notation de cette abscisse de celle d’une

mesure de [’angle (f, oM ) Je prends l'option de changer provisoirement la notation de cet angle, sa
mesure s’appellera u dans cette question.

Soit donc le point M,, et T, la tangente en ce point au cercle trigonométrique.

—_—

Un point M (x, y) appartient a 7, si et seulement si le vecteur M, M est orthogonal au vecteur OM , , c'est-

a-dire si et seulement si le produit scalaire OM , .M ,M est nul.

Ce qui donne I’équation : cos u (x —cos u) +sinu (y —sin u) =0.

Une équation cartésienne de T, est de ce fait : xcosu + ysinu —1=0

Il en résulte que lorsqu’ils existent le point L, a pour coordonnées LM( ,Oj, autrement dit

cosu

: j, autrement dit N, (0, cosec (u))
sin u

L, (sec (u), O) , tandis que le point N, a pour coordonnées N, (O,

1 1 1 .
—+t—F—=—F——— etparsuite LN, = —7—,
cos“u sin“u cos"u.sin”u o |cosu.s1nu|

LNZ_

u u gilbertjulia

cela a condition que u ne

. < T
soit pas congru a zéro modulo >
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Partie C : Quelques identités remarquables

L’hypotheése «x appartient a I’intervalle }0, g[ » induit que les réels cosx et sinx sont tous deux

strictement positifs, de méme que les cosinus et sinus de leur moiti€. On en tiendra compte lorsque

nécessaire et on ne le redira plus.

1.1. Le triangle OMM, étant isocele de sommet O,
soit I, le milieu de [MyM,] et pied de la hauteur issue
de O de ce triangle.

MM, = 2M,I, =20M, sin%:2 sin%.

1.2. L’angle de sommet M, de ce méme triangle a
T
2

pour mesure 1 (7-x)= X
2 2

C’est aussi I’angle de sommet M, du triangle MyH,M,
qui est un triangle rectangle en H,.

L’angle de sommet M, de ce triangle a ainsi pour

X
mesure —.
2

1.3. H M, =sinx d’une part.

O
HxMx:MOMx‘COS(HxMXMoj =2 Sin%COS%

&

. XX
d’autre part. Donc sinx =2 smEcosE

N

Kx|

Parmi d’autres justifications possibles, en appliquant le théoreme d’Al-Kashi dans le triangle OMoM, :

MOMXZ =

gilbertjulia

.2 X
2sin? = =1-cosx

D
OMO2 +0Mx2 —ZOMO.OMX.COS(MOOMXJ donne la relation : 4sin2§=2—2003x soit

2.2. Les deux triangles rectangles OM,L, et OM\R, ont un angle commun, leur angle de sommet O. Ils sont
donc au moins semblables. De plus, leurs cotés respectifs adjacents a cet angle ont la méme longueur :

OM , =0OM , =1. Ces deux triangles sont isométriques.

2.3. Ces deux triangles étant isométriques : OL, = OR,,

. . 1
o Le point L, ayant pour abscisse , OLX2 = >
cos X cos” x
. D’autre part, en appliquant le théoreme de Pythagore dans le triangle rectangle OM(R, :
OR’>=0M," +M,R° =1+tan* x
D’ou la relation trigonométrique : —=1+ tan” x

Cos X
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Phénomeénes continus
Partie A : deux exemples

1. L’équation différentielle (E) est une équation linéaire homogene du second ordre. L’ensemble de ses
solutions constitue un espace vectoriel de dimension 2. Les fonctions proposées dans 1’énoncé sont toutes les
combinaisons linéaires de deux fonctions indépendantes et solutions de (E), elles constituent I’ensemble des
solutions de (E).

1.2. Le nombre A. cos(a)t) + B. sin(a)t) est la partie imaginaire du nombre complexe :
(B + Ai).(cos(a)t) +i. sin(a)t)) = (B + Ai). exp(i a)t) (Je persiste et signe, B+ Ai etnon A+ Bi)
Mettons  sous forme  trigonométrique le nombre B+ Ai: B+Ai=K .exp(i ¢) avec

K =|B+ Ail=vB* + A? et ¢ défini par : cos =L L
| l| p définip ¢ VB2 + A? VB2 + A?
Alors : (B + Ai)(cos(wr) + i.sin(wr)) = K.exp (i (cr + 8)).

;sing =

Il reste seulement a identifier les parties imaginaires de ce méme nombre écrit d’une part sous la forme
algébrique et d’autre part sous la forme trigonométrique.

1.3. On ne diminue pas la généralité en supposant dans cette question que K =1.

Prenons comme fonction de référence la fonction définie

par f (t) =sint et soit C,, sa courbe représentative dans un | [ap] 17

repere orthogonal (en gras continu sur le graphique ci-
contre).

C1,¢’ en pointillés fins, représentative de la fonction :

fip(t)=sin(t + ) se déduit de C,, par la translation de gilbergulia

vecteur — @i . SN SN =sintd=”

En effet, le point M (t, y) appartient a C,, si et seulement

si y=sint, clest-a-dire si et seulement si

y=sin((t —¢)+ @), ou encore si et seulement si le point

M '(t—¢,y) image de M par la susdite translation £2(x)=F1[x+1)

A
appartienta C, 4.
£ : . . A ¥

C, représentative de la fonction: f,, (t)=sm(a)t) se
déduit de C,,, par I’affinit€¢ orthogonale d’axe Oy et de

1
rapport — .

w

gilbertiulia
En effet, le point M (t, y) appartient a C|, si et seulement R R B e PO S
si y =sint, c'est-a-dire si et seulement si y = sin(w(—D , f1(x)=sin(x)
w
. . . t .
ou encore si et seulement si le point M "(—, yj image de
w

M par la susdite affinit€ appartienta C,, . f2(x)=F1[3x) A
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Partie B : Etude de la fonction cosécante

1. Voir REDCM pages 136 et 137

3. Compte tenu de son imparité, de sa périodicité de période 2Tt et de ses variations sur I’intervalle ]0, 77[,
I’équation cosec (x) =m n’admet aucune solution si m appartient a I’intervalle ]— 1, + 1[ et sinon, une infinité
de solutions.

Plus précisément, pour m supérieur ou égal a 1, cosec (x) =m = s1n(x) =—
m

*  cosec (x)=1 e sin(x) =1 et donc cosec (x)=1 e X Eg (27'[)

. cosec(x)=—1 = sin(x)=—1 et donc cosec(x)=—1 e xE—g (27'[)

x= arcsin(iJ (27)

* Soitmtelque —1<m<I etsoit 8, = arcsin(l) Alors : cosec (x) =m < qou bien

m
XET- arcsin(lj (2 IT)
m

En particulier, &, =arcs1n(§j est I'unique solution de 1’équation cosec (x)=3 qui soit dans l’intervalle

1]

; o . . . o us
NB. Une étude des variations de la fonction cosécante sur l’intervalle ]0, IT[ (ot méme seulement }0, E}

intervalle d’étude auquel on peut se ramener si on veut) ne nécessite pas de calcul de dérivée. La fonction
cosécante est l'inverse pour la multiplication de la fonction sinus. La fonction sinus étant strictement
positive sur ]0, 77[, sa fonction inverse multiplicative varie en sens contraire d’elle.

Ainsi, la fonction sinus étant strictement croissante sur }0, E} la cosécante est strictement décroissante sur

cet intervalle. La fonction sinus étant strictement décroissante sur [E’ ﬂ[, la cosécante est strictement

croissante sur cet intervalle.
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Partie C : Une primitive de la fonction cosécante

1. La fonction cosécante est une fonction continue sur I’intervalle ]0, 77[, elle est intégrable (i.e. elle admet
des primitives) sur cet intervalle..

Si G est I'une de ses primitives, I’ensemble des primitives de la fonction cosécante est I’ensemble des
fonctions de la forme xHG(x)+C o C est une constante réelle et, parmi elles, la fonction

T . c . . . ., T .
x> F (x) = G(x) - G(Ej est 'unique primitive de la fonction cosécante qui s’annule en 5 Cette fonction

o 1
est donnée sous forme d’intégrale par la formule : F (x) =|,—adt
~ sint
2

2. Pour tout réel x de ’intervalle ]0, 77[ , F (7T— x) = I,ITH.L dt et avec le changement de variable u =71 -1,
B sint
1

J-’;; sin(iT— u) (_

Pour tout réel x de Iintervalle ]0, 77[, le réel 7n—x appartient aussi a ]0, 17{ et

du)=—.ETLdu =—F(x).

F(i‘[—x)= sin(u)

M (x, y)DC e M '(7‘[ -Xx, - y)DC r © la courbe représentative de F' est globalement invariante par la
. . T . .
symétrie centrale de centre le point / de coordonnées (E’ Oj. Ce point est un centre de symétrie de la

courbe représentative de F.

sin(x) . sin(xj 2
3. L’usage d’une calculatrice formelle ne donne pas 1_C05(x)' 1+cos(x] ( () ) ¥
toujours les résultats espérés, comme le montre la cosixH1)tan| =
premiere ligne de 1’écran ci-contre. : :
2 sm[x) . sm[x] true
Cependant, si on lui demande s’il est exact que | sinlx] 1-cos{x) ' 1+cosx)
2 sin x sin x R . -
T e + , elle est plutét |@gilbertjulia
sinx ¢ ]-cosx 1+cosx il
d’accord. * . In sin(]l
: dr |cos[x]+l|
sm[rj
4. De méme, le résultat affiché par cette calculatrice pour x
désigner la fonction F est « déconcertant », ce n’est pas 2
celui que nous attendions.
4/99

. . 1 1
Pour notre part, nous aurions dit que — =—
sinx 2

sin x sin x
+

. sin x sin x
. Les fonctions et

1-cosx 1+cosx 1-cosx 1+cosx

ayant sur ]O, 77[ pour primitive, respectivement, ln(l - cos x) et — ln(l +cos x) (car il s’agit dans les deux

. u . N . . 1
cas de fonctions de la forme « — », la seconde au signe pres), une primitive de la fonction — sur ]0, 77[
u sin x

. I, (1-cosx L :
est la fonction x> Fl(x)=51n(—j. Il se trouve par-dessus le marché que cette fonction a

1+cosx

I’excellente idée de s’annuler en 5 il s’agit exactement de la fonction F.
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C’est la méme fonction que celle trouvée (peut-étre
par une autre méthode qui nous est inconnue) par

la calculatrice.

Identité que la calculatrice finit par reconnaitre, a
notre grand soulagement ...

Les deux réponses, la ndtre comme celle de la
calculatrice, sont exactes.

5. Du fait que pour

i (n-x)=lln(—““’”j

2 1-cosx

©gilbertjulia )
X ( |sm
1 In 7
( (J)df |cos r+1|
sinlz
z
2
ln( l—cos[t] Termine
Defineﬁx)z%
d
1) —r
X
(cos(x)
g2
dx"""" sinfx)
=
9

8/9

]O, 77[, cos(ﬂ— x)= —CcoS X,

on déduit que

J =-F (x), d’ou I’existence du centre de symétrie /.

Une autre justification pourrait étre de nature géométrique, par des considérations d’aire ...
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Partie D : Fonction réciproque

1. Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle /. Alors f réalise une bijection de
I’intervalle [ sur I’intervalle image f (I ) De ce fait, f admet une fonction réciproque définie sur f (I ) et

prenant ses valeurs sur /.

f(x)=x+% si XD[O, %}

La fonction f définie sur I’intervalle [0, 1] par: réalise une bijection de [0, l]

f(x)=l—x si XD:|%, l}

sur lui-méme. Pourtant, elle n’est ni continue ni strictement monotone sur [0, 1]. La condition énoncée
précédemment est suffisante mais non nécessaire.

. . . . . . ye T L L.
3. La fonction cosécante est continue et strictement décroissante sur 1’intervalle }0, E} Elle réalise une
bijection de cet intervalle sur I’intervalle image [l, + 00[. Elle admet une fonction réciproque définie sur

[1, + oo[ et prenant ses valeurs dans }0, %T}

4. Soit f une fonction inversible et C; sa courbe

représentative dans un repere orthonormé.

=
=
]

Soit f' sa fonction réciproque, et C sosa courbe

représentative dans le méme repere.
M (e )C,. < v= () :
y=r7) = x=r(y)

x=f(y) = M'(y. x)Oc, .

Ainsi M (x, y)OC,.. = M '(y, x)0C,(x)

gilbertjulia

Dans un repere orthonormé, les  courbes
représentatives de f et de sa réciproque sont images

I’une de I'autre par la symétrie orthogonale d’axe la 021 e

droite d’équation y =x.

1ao
Ci-contre, voici ce que cela donne dans le présent fSlx)=x
contexte.

5. Pour tout réel y appartenant a [1, + 00[, son inverse multiplicatif 1 appartient a ]0, 1] et 'unique réel de
y

Via 1 < . 1 e s , .
}0, E} tel que— =y, c'est-a-dire tel que sinx=—, est, par définition, I’arcsinus de ce nombre.
sin x

g(y)=arcsin(lj. (L’arcsinus  d’un  réel situé dans ]0, l] est en effet situé dans }0, %T} ).
y
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6. Supposons f inversible et dérivable sur /. En tout point y de f (I ) tel que la fonction dérivée de f ne

, - . - ‘. - 1
s’annule pasen x = f 1(y), la fonction f ™' est dérivable et : (f 1)'(y)= 5 .
£ o)
En l’occurrence, la fonction cosécante a pour
(2 . COS X .
dérivée la fonction : x+— — , qui s’annule en x lsinfx)| | A
sin” x 1 ) eosleb1]
dr coslxH+1
e sin(z)
Z =arcsin(1). =
2 2
L . o Define_/{x)z : Terming
Nous n’étions pas obligés de calculer cette dérivée sin(x)
. . . . . d TCOEIX
pour l’étude des variations, mais nous y voici a(/{x)) i (()))2
Sl
contraints maintenant ... . T Terming
Define g(}l):sm" -
Jy
La fonction g réciproque de la cosécante est d (s N
dérivable en tout point de Iintervalle ouvert || Y
2
y -1
+ o0 ’ Spivé :
]1, [ (elle ne I'est pas en 1) et sa dérivée est Ogilbergalia
o/99)

., . ( 1 J 1
sin”| arcsin| —
_ ) _
giulia 1
\/1 - sinz(arcsin(ln \/1 T
y y
Soit :

| ZL ! ( 1 Jj
sin“| arcsin| —
o\ y _ 1
g'(v)=,. - ==
1-sin”| arcsin| —
y

g'(v)=

Cette fois, la calculatrice formelle rend un verdict

concordant.

Elle utilise prudemment des valeurs absolues car nous
ne [’avons pas informée que [’on cherchait une

fonction réciproque sur [1, + 00[ , on aurait aussi bien

pu en chercher une sur ]— 00, — l].
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