Ecrit 2 CAPES Mathématiques

CAPES 1992 épreuve 2 a propos du réseau Z?
Probleme 2

Dans ce sujet, le plan affine euclidien orienté et rapporté a un repere orthonormé est assimilé au plan
complexe. On considére le réseau de « points a coordonnées entieres » ou de facon abrégée de « points
entiers », ensemble des points du plan dont les coordonnées sont des entiers relatifs. Il est aussi défini dans
ce sujet comme étant |’ensemble Z[i] ={a +bi ; (a, b)DZ XZ} des complexes dont la partie réelle et la

partie imaginaire sont des entiers relatifs.
Les théemes abordés ici :
»  Existe-t-il des disques a l'intérieur desquels se trouvent un nombre déterminé n de points entiers ?

*  Existe-t-il des cercles passant par un nombre déterminé n de points entiers ?

1. Le sujet

Partie A : Disques a ’'intérieur desquels se trouvent n points du réseau

1. Soit B une partie bornée du plan. Montrer que B ne contient qu’un nombre fini de points du réseau.

i . 1 . . . ) N A
2. On note A le point de coordonnées (ﬁ ; Ej . Montrer qu’il n’existe pas deux points du réseau a la méme

distance du point A. En déduire que 1’on peut classer les points du réseau en une suite (M n)nDN telle que
AM , < AM ,,, pour tout entier n de N*.

3. Etant donné un entier n strictement positif, montrer qu’il existe des disques de centre A a I’intérieur
desquels se trouvent exactement n points du réseau.

Partie B : Cercles passant par n points du réseau

1. Nombre de solutions entiéres de I’équation x> + y> =5" (question préliminaire)

A chaque entier naturel n, on associe les ensembles E, = {(x, y) OZx7Z: x>+ y2 = 5”} et
F, ={e02[i]: |4? =57}

1.1. Montrer que E, et F, sont deux ensembles finis ayant méme cardinal.

1.2. Déterminer Fj.

1.3. Pour tout w appartenant a F, et tout entier p tel que 0< p<n,onpose: Z, , = w2 +i) (2-i)"".
Prouver que Z,, , L1 F, et que I’application (a), p)D F, X{O, L..., n} = Z, , UF, estinjective.
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1.4. Soit z=x+iy un élément de F, avec n strictement positif. Montrer que (x, y) vérifie 'un des

2x-y=0(5) . (fx+y506)

systemes de relations suivants : ou bien . En déduire que I'un des deux
x+2y=0 (5) x=2y=0(5)

nombres

. Z IR
- ou bien - appartienta F,_,
+1 2-1i

1.5. Prouver que I’application (a), p)DF0 X{O, 1,..., n} — Zw,p UF, est une bijection de F, X{O, L..., n} sur

F,. En déduire le nombre d’éléments de F,,.

2. Cercles passant par un nombre pair de points du réseau

2.1. Pour chaque entier n strictement positif, on pose A, ={(x, y)DEn ; X pair et y impair} et
B, ={(x, y)DEn ; X impair et y pair} . Montrer que A, et B, ont méme cardinal et que:
E , =A, 0B, ;A nB,=0

2.2. Soit k un entier strictement positif. Déterminer le nombre de points du réseau appartenant au cercle de

k-1
centre le point de coordonnées (%, OJ et de rayon 5.5 2

2.3. Elaborer un programme permettant, pour une valeur de k donnée, de calculer les coordonnées des points

du réseau situés sur le cercle de 2.2. Application : Points d’un cercle passant par douze points du réseau.

3. Cercles passant par un nombre impair de points du réseau

. . . . . [ 1 1
Soit k un entier strictement positif et [, le cercle de centre le point de coordonnées (5, Oj et de rayon 55"

Montrer que le nombre de points du réseau appartenant a [, est égal au cardinal de ’ensemble G, défini

par G, ={z=x+iy ; 20F,, s x=-1 (m0d3)} ; y=0 (mod3)
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4. Calcul du cardinal de G,

4.1. Montrer que quels que soient wde Fyet zde F,,, az et wz appartiennent a F,, . Prouver alors que la
=Wz

relation R définie sur F,, par: D(z, z')Dsz ; ZR7' = UwOF, : Jou bien est une relation d’équivalence
=Wz

surF,, .

On désigne par (R)(z) la classe d’équivalence d’un élément z de F), .

4.2. Soit z=x+iyunélémentde F,,.
On suppose xy #0 . Expliciter le éléments de (R)(z) en fonction de x et y et montrer que (R)(z) N G,

possede deux éléments.

On suppose xy =0. Expliciter le éléments de (R)(z) en fonction de x et y et montrer que (R)(z) N G,

possede un élément.
4.3. En déduire que G; possede (2 k+ 1) éléments.

4.4. Elaborer un programme permettant, pour une valeur de k donnée, de calculer les coordonnées des points
de Gk.

Application : Points du cercle ainsi déterminé passant par onze points.
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2. Eléments de correction
Partie A : Disques contenant n points du réseau

1. Soit B une partie bornée du plan. Il existe un réel K tel que pour tout point M de B, maxQx " |, | Vu |) <K
Soit 'entier m = E (K ) ou E désigne la partie entiere de K. Cet entier est par définition le plus grand entier
naturel inférieur ou ; égal a K.

Pour tout point entier M (xM , yM) appartenanta B : -m<x,, <m ;-m<y, <m.Orily a entre -m et +
m exactement 2m +1 entiers. La région carrée {(x, y) ;—msSx<m ;—m<ys< m} contient exactement
(2 m+ 1)2 points entiers.

B étant inclus dans cette région ne contient qu’un nombre fini de points du réseau, au plus (2 m+ 1)2 points.

2. On rappelle que en raison de lirrationnalité de V2 , quels que soient les rationnels a et b:
a+bJ2=0 a=b=0

On note A le point de coordonnées (\/E ; %J . Pour tout point M (x, y) du plan:

2
AM? =(x—x/§)2 +(y—%j =x’+y’ —2\/Ex—§y+2.
Si M (x, y) et M '(x', y') sont deux points quelconques du plan :

AM " -AM? :(x’2 +yt—x? —y? —%y’+§yj —2\/E(x'—x) de sorte que :

AM =AM~ (X'ZW'Z—XZ -y —gy’%yj—Z\/E(x'—X):O-

Supposons maintenant que M (x, y) et M '(x’, y’) soient deux points entiers tels que AM =AM".

g

(x'2+y'2—x2 -y? —% y’+§ yj ; (x'—x) sont deux rationnels et d’apres le rappel du début de la question :

2 2 2
y2+ 2_ .2 _ .2 - Zy+= :O L 'y —— :O
AM = AM' < vy ey 3 Y 3 Y ce qui équivaut a : (y y)(y Y 3)

gjulia
x'=x=0 x'—x=0

: . 2 : .
Mais y et y’ étant deux entiers, y'+y —E Z0, quels qu’ils soient.
y=y=0

Ainsi: AM = AM' - { y 0 cest-a-dire AM =AM'= M =M"'. 1l n’y a pas deux points du réseau a la
X'=x=

méme distance de A.

L application : M 0ZxZ+> AM OR" qui a tout point du réseau associe sa distance a A est injective.
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3. On peut numéroter ainsi :

On initialise la numérotation en attribuant le numéro 1 au point de coordonnées (1 ; 0), point du réseau le
plus proche de A, désigné désormais par M,.

Soit S un point du réseau distinct de M,. L’ensemble Z[i] N D(A, AS )—{M 1} ou D(A, AS ) est le disque

fermé de centre A et de rayon AS est non vide (il contient S) et borné. Il contient un nombre fini de points du
réseau.

L’ensemble {AM s M DZ[i] N D(A, AS ) —{M 1}} est une partie bornée non vide de R* : cet ensemble admet
un plus petit élément qui correspond a un unique point du réseau. On attribue a ce point le numéro 2. Par
construction AM, < AM , et pour tout autre point M du réseau, AM , < AM

Supposons numérotés n points du réseau : AM,<AM,<..<AM, et AM, <AM pour tout autre

gilbertjulia2018

point M du réseau. Soit S un point du réseau non numéroté (donc AM , <AS).

On considere I’ensemble : Z[i] N D(A, AS ) —{M LM n} ou D(A, AS ) est le disque fermé de centre A et de
rayon AS . Cet ensemble est non vide et borné, donc contient un nombre fini de points du réseau.
L’ensemble {AM M DZ[i] N D(A, AS ) —{M LM n}} est une partie bornée non vide de R* : cet ensemble

admet un plus petit élément, correspondant a un unique point du réseau auquel on attribue le numéro n +1.
Alors AM |, <AM, <..<AM,<AM,,, et AM,,, <AM pour tout autre point M du réseau.

Cette méthode n’oublie aucun point : soit M un point quelconque du réseau. Le disque fermé borné de centre
A et de rayon AM ne contient qu’un nombre fini de points. Il existe un point M; numéroté extérieur au disque.
La numération de ce point exige que tous les points plus proches de A aient déja été numérotés, c’est donc le
cas de M.

Ceci construit par récurrence un classement des points du réseau par distances au point A croissantes.
8

4. Si on considere un réel r tel que AM, <r<AM,,,, le disque de centre A et de rayon r contient
strictement les n points M ,...,M, mais aucun autre point du réseau. Il contient exactement n points du
réseau

Ci-contre, le disque de centre A et de rayon 1 contient
quatre points du réseau que l’on a numérotés par
distances au point A croissantes.

gilbergulia2018

Ci-contre aussi a titre d’exemple un disque contenant : d
exactement 11 points, il sépare M, et M1,. 779 T hea# T 1.9

-4.92
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Partie B : Cercles passant par n points du réseau

1.1. L’ application (x, y) UZxZ—z=x+iyl Z[i] est une bijection et vu que d’autre part :
|x +i y|2 =5" » x* +y”? =5", larestriction de cette application a E, réalise une bijection de E, sur F,.

E, est fini car inclus dans la partie bornée {(x, y) UZXZ sup0x|, | y|) < (\/g )n} du réseau des points entiers.

F, étant 'image de E, par une bijection, F), est fini et a méme cardinal que E,.
12. Fy={1;-1;i;-i}

L3. ‘Z 2 = |642 |2 + i|2p |2 —i e =gilberle41m20[8 (\/g)zp (\/g)zn_zp =5" d’ot

C=lolriy -

@, p

I’appartenance a F,.

Supposons que Z,, , = a)(z + i)p (2 - i)"‘P = aj(z + i)" (2 - i)n-q =7

w.q"

A .\ PTq
Alors : —22 :ﬂ(zﬂ,j =1
Zy, W\2-i

2+i
2-i

pP=q
En notant 8= arccosi un argument du nombre 2 +i : ( j =cos 2(p - q)H +isin 2(p - q)H.

NG

Par ailleurs, puisque wet W’ appartiennent a Fy, % UF,, c’est I’un des nombres {1 =151 - i} .
. w .. T
En conséquence : P (cos2(p—q)+isin2(p - ¢))=1=2(p - ¢)9=0 (EJ .

. . T .
Il existe un entier k& : (p - q)H = kz .Or, = arccos% et 71 ne sont pas commensurables' (c'est-a-dire que
5

leur quotient n’est pas un rationnel).

La relation (p - q)H = kg ne peut avoir lieu , que si p—qg=k=0 doncsi p=gqgetdanscecas: %=1 .

w=uw
Onobtient: Z,, , =Z, , = { , d’ou I'injectivité de I’application (a), p) —Z
P=q

w,p*

4x* —y2 =4(x2 +yz)—5y2

1.4. On remarque que pour tous réels x et y : { )

2 _4y2 = 52 +y2 =5y
Soit maintenant z=x+inZ[i] ; |z|2 =x’+y>=5".(n21)
4x* -y* =0 (5)

Les relations ci-dessus impliquent dans ce cas deux congruences: s s .
x"—4y° =0 (5)

La premiére congruence s’écrit : (2x - y) x (2x + y) =0 (5) et la deuxieéme : (x - 2y)>< (x + 2y) =0 (5)

3 e . . .
"En effet : cos 260 = g etle réel 2 8 vérifie les conditions rencontrées dans le probléme 1 : son cosinus est un rationnel

1
distinct des valeurs 0 ; £1 ; + 5 . Donc 2 8 n’est pas commensurable avec le nombre Tt et par suite 8 non plus.
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Puisque 5 est un nombre premier, de la premieére congruence on déduit que ou bien 2x —y =0 (5) ou bien
2x+y=0 (5) et de la deuxieme ou bien x —2y =0 (5) ou bien x+2y=0 (5).

On obtient a priori quatre combinaisons.

[2x-y=0(s) [2x+y=0(5)
Si on vérifie aisément qu’alors x=y =0 (5) . De méme si .
x=2y=0(5) x+2y=0(5)
o o [2xmy=0(s) L [2x+y=0(5)
Il reste les deux combinaisons de I’énoncé ou bien qui englobent toutes deux
x+2y=0(5) x=2y=0(5)

lecas x=y=0 (5) auquel aboutissent les deux précédentes combinaisons.

Si on s’intéresse aux deux complexes x2++i.y :%(x +i y)(2 - i) = (2x * y) +;(_ il 2y) et
i
x2+i?z :%(x+iy)(2+i): (2x—y)-;i(x4‘2y) , ces deux nombres ont pour module au carré:
—i

5x2 +5y2 :xz +y2

25 5

=5""

L’un des deux nombres a des coefficients entiers puisque ou bien (2x - y) et (x + 2y) ou bien (x - 2y) et
(2x + y) sont en méme temps des multiples de 5.

, x+iy x+iy L
L’un des deux nombres complexes S+ ou S appartienta F,_, .
+1 =1

1.5. 1l reste a démontrer la surjectivité de 1’application.

Soit z un élément de F,,.

. Z SN . L4
- ou bien S appartient a F,_,. Soit z,, ce nombre. En itérant le
+1 -1

On vient de voir que ou bien

. . Zp- . Ly . N . .z .
raisonnement, ou bien —~- ou bien 2"—1 appartient a F,_,. Soit z, , ce nombre. On va itérer n fois ce
+i -1

méme raisonnement pour aboutir en fin de compte a un élément de Fj,

Si on a utilisé p fois la division par (2 + i) et donc n — p fois celle par (2 - i) , On aura obtenu :

2+i) (2-i)"

=wl F, etparsuite z=Z,, ,.

Tout élément de F, est image d’un élément de F|, % {0,..., n} . Ce qui justifie la surjectivité.
L’application en question est bijective.

Ces deux ensembles ont méme cardinal, a savoir 4 x (n + 1) (puisque Fj a 4 éléments et {0,..., n} en a (n + 1),

leur produit cartésien en a 4 % (n + 1))
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2. Cercles passant par un nombre pair de points du réseau

2.1. L’application (x, y) = (y, x) de E, vers lui-méme est clairement une involution, échangeant les parties
A, et B, de E,. Ces deux parties ont donc le méme cardinal. Leur intersection est vide car il n’existe aucun
entier a la fois pair et impair : A, n B, =0
D’autre part : (x, y)DEn = x*+y>=5". La somme des deux carrés est un nombre impair. Ce qui

implique que I'un des carrés est pair et I’autre impair. Mais dans I’ensemble des entiers, tout entier a la
méme parité que son carré. Donc ou bien x est pair et y est impair ou bien x est impair et y est pair :

E, =A, OB, . On obtient une partition de E, en deux parties ayant le méme nombre d’éléments.

2.2. Un point M de coordonnées (x, y) appartient au cercle en question si et seulement si:

2
(x - %) + 97 s =%5"_1 c'est-a-dire si et seulement si : (2x - 1)2 + (2 y)2 =5,

M de coordonnées (x, y) appartient au cercle en question si et seulement sile point M '(2x—1, 2y)

appartient a E,_ . L’abscisse de M’ étant impaire et ’ordonnée étant paire, M’ décrit I’ensemble B,_, dont

-1)+
le cardinal est moitié de celui de E,_, . Ce cardinal est M =2k

k-1

Le cercle de centre le point de coordonnées (é, 0) et de rayon %.5 passe par exactement 2k points du

réseau.

3. Cercles passant par un nombre impair de points du réseau

Soit I', le cercle de centre le point de coordonnées (%, 0) et de rayon %5"

2
. . . . 1 1
Un point M de coordonnées (x, )’) appartient au cercle I, si et seulement si : (x _EJ ty 23,2018 =§52k
c'est-a-dire si et seulement si : (3x - 1)2 +9y? =5%
. . u=3x-1
En posant © =3x—1;v =3y, on obtient I’équivalence : M (x, y)D M, = (Dz Su+iv Dsz) 3

ce qui revient a dire que u +ivF,, avec u+1=0 (3) et v=0 (3)
L’ensemble des points du réseau appartenant a [, est en bijection avec I’ensemble G, défini par

G, ={z =u+iv; zUF, ;u=-1 (mod3)} ;vEQD (mod3)
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4. Calcul du cardinal de G,

. 2 -2 2 - . N
4.1. Quels que soient wde Fyet zde F,, : |a)z| =‘wz‘ =|z| =5* donc «zet wz appartiennent a F,, .

La relation R est une relation d’équivalence du fait essentiellement que F, est un groupe multiplicatif stable

par la conjugaison. Voyons pourquoi :

La seule vérification non triviale est la transitivité :
=Wz =Wz
RZ' = UwUF, : qoubien ;  z'RZ'" < UwlUF,: 4 ou bien mais alors :
g gilbertjlia 2 g
Z' =Wz Z' = Z'

z"=ai(a)z)=(a)ai)z ou bien z"=ai(a)2)=(aj a))E ou bien "= \wz Z(CJZ))E ou bien "= \wz)= (a)g))z
ce qui implique, quel que soit le cas, que zRz" appartient a Fy car le produit de deux éléments de F, ou de

conjugués de tels éléments appartient a F,

On désigne par (R)(z) la classe d’équivalence d’un élément z de F,, .

4.2. Soit z=x +iyun élément de F,,. De fagon générale :
(R)(x+iy)=

Il y a dans cette classe 8 éléments distincts lorsque x y #0, et sinon, si x ou y est nul, certains d’entre eux

gilbertjulia2018 {x+ly ’x_ly ’ _x+ly ’ _x_ly ’ y+lx ’ y_lx ’ _y+lx ’_y_lx}
sont confondus, il n’y a plus que 4 éléments distincts (disons x ; —x ;ix; —ix).

x=2(3)
y=0(3)

Alors parmi les 8 éléments de sa classe d’équivalence seul son conjugué vérifie les mémes congruences.

Supposons que z =x +i y soit un élément de G; telque xy#0 : z=x+iy avec . 20]8{
gilbertjulia

Dans la classe de z, il y a exactement deux éléments de G;. (Il y en a donc 2 parmi 8).

x=2(3)

Supposons que z =x+iysoit un élément de G, : z=x+iy avec { 0 (3) mais tel que xy=0. Le
gjulia y =

réel nul ne peut étre que y, c'est-a-dire que I'on a z=x avec x =2 (3) Alors il est le seul parmi les 4

éléments de sa classe d’équivalence a vérifier ces congruences. (Il y en a donc un parmi 4).

4.3. L’ensemble F,, possede 4(2k + 1) éléments. On note que, quel que soit le cas de figure, un élément sur
4 appartient a G; ; cet ensemble possede (2k + 1) éléments.

Le cercle [, passe par (2k + 1) points du réseau.
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En conclusion on a donné I’exemple d’un cercle passant par un nombre pair donné de points du réseau, puis

I’exemple d’un cercle passant par un nombre impair donné de points de ce réseau, ce qui prouve I’existence

de cercles passant par un nombre déterminé de points.
87

Toute translation d’un vecteur a coordonnées entieres de ces cercles donnerait d’autres cercles ayant les

mémes propriétés.

2.3. Le programme cerclepair recherche
le »s coordonnées des points du réseau
étudié

qui sont sur le cercle

en question 2.
&

Il est exécuté a titre d’exemple a propos
d’un cercle passant par douze points du

réseau.

cei‘ciepai:‘(é)

* cerclepair 1013

Define cerclepair(n)=
Prgm

Local u,p,kzxy
1,-1idp—=u

For p,0,n—1
©gilbertjulia2018

For k1,4

uli{zhl ()" 1P Sz
reallz) - x

imag(z)-y

If fPart| £ |=0 Then

wly

bl 1 iy
2 ‘z’___+_}

Dis)
P 2 2 2

J

EndIf
EndFor
EndFor
EndFrgm

44. De méme, le programme
cerclimpair recherche les coordonnées
des points du réseau qui sont sur le

cercle dont il est question en 3 et 4.
&

Il est exécuté a titre d’exemple a propos
d’un cercle passant par onze points du

réseau.

"cerclimpair” enregistrement effectué

cerc]r‘mpar'r(s)

292,1000,——

Define cerclimpair(r)=
Prgm
Local s,p,kz,x,y,u,v
1,'1,1',1'}

For p,0,2'n
©gilbertjulia2018

For k1,4
B P R e
realiz) - u

imag(z)—»v

u+l

o

-s

3125
3

3125
'833,'625,7}

{
{
{
{
{
iy
{
{
{
{
{

-sss,sgs,L;ﬁ}

Yy
3 Y
If fPar't(x)=O and ﬂ’an(y)=0 Then

Disp | X},

Loy
R Y
EndIf

EndFor

EndFor

EndPrgm
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