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Ecrit2. Probleéme 3. Equation de Pell-Fermat

Question 1.

Pour tout entiep de N* |la somme deg premiers entiers strictement positifs est egalgi%—l). En

m+1 (Zn:kJ (“ilk} n+1) (m—21)m

conséquencei k= Zn: k =

k=1 k=m

m n 2

. . X -1

On obtient: Y k=Y k = 2m* =n®+n. Si l'on pose :x=2n+1 et y=2m alors: n”+n= et
k=1 k=m
x=2n+1

£ pone: 3= S - y=2
2m?>=2_ . D y=2m

2 k=1 k=m N y2

n =2 soitx? -2y? =1
Questions 2 et 3.
peli{100) Al 'pell” enregistrement effectug
{342} [Define pell(x)=
{17‘12} i;ﬁr‘;lm
. {o9,70} B i
Le programmepell, muni d'un argumentu, rermine | Jf Bartf)=0 Then
recherche systématiquement les coupbesy) |wizu) |[pep fek
d’entiers solutions des] tels quel<y<u. On E‘;L} i
peut le lancer notamment pour la vale {0970}
u=100. {577,208}
La plus petite des solutions y est mise Terminé |
évidence.
QIQ;

Question 4.
Compte tenu de la plus petite des solutions, ladhgation des deux suites esk; =3; y; = . upposons

que, a l'ordren, il existe deux entiers dBl* Xx, ; Yy, tels que: (3+ 2\/§)n =X, + y,ﬁ. Alors au rang

_ 1 I
suivant : (3+22)"™ = (x, + yv2)3+ 242)= (3%, + 4yy) + (2%, +3y,N2. Par stabilté de Ia
multiplication et de I'addition dandl”, si X, ; y,, sont des entiers strictement positifs, il endestnéme de
Xp1 = 3X, T4y, etdey,,; =2Xx, +3y, formules qui constituent les formules de récuresh2

4.3. Pour tout entiem de N* Xpe1 — Xp = 2%y +4Y, et Yo — VY, =2X, 2y, . La stabilité de la
multiplication et de Il'addition dans\N* assure que :X,.; - X, ON* et que: y,-y,ON?, ces
différences sont toutes deux strictement positbeequi prouve la croissance de chacune des deigssudn
en déduit alors que X3 — X, 22X% +4y,= 18t y,,,—VY, 22X +2y;=10donc par récurrence évidente
que pour tout entiende N* : x, = x, +14(n-1) et y, = y; +10(n-1) ce qui prouve que les deux suites,
minorées par des suites divergentes vers divergent elles-mémes versot
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Question 5.
= - 5 . 2 _ 2 _ 2_ 2_,2_+n,2 -

our tout entien de N* : X,,,% —2y,° = (3%, +4y,)* —2(2x, +3y,)* =%, - 2y,°. La suite de terme
général(xn2 —2yn2) est une suite constante. Or, son premier te)<fﬁ(-:~2yl2 vaut 1, donc tous ses termes
valent 1. Tous les coupldg, ; ¥y ),y SONt des solutions de&)

Questions6 et 7.
Soit S, I'ensemble de tous les couplés; y) solutions dek). (L'ensembleS; contient dond).

Notons d’abord que, dix; y) et (x'; y) sont solutions deEj et si y'=vy, alors:y'=y= x?=x? et
dansN* : x2=x? = x'=x. DansS, il n'y a pas deux couples distincts avec le m§me
Si on suppose maintenant que y alors 2y2+1< 2y? + 1 c'est-a-dire X2<x? ce qui implique dansJ*

que: X<X. Et si y'<y et X<x, alors X+y'V2<x+yJ2. Les nombresz=x+yy2 ou (x;y)
appartient &, sont rangés dans le méme ordre queyeur

Compte tenu que l'algorithme de la question 2 ay#altoutes les possibilités d’appartenance d’urpleou
(x; y) a S avec y< 10Q l'entier Y, a supposer qu’il existeest au moins égal a 101 et I'ensemble

{yk ON*; vy <Y} contient au moins les trois entiesg =2; y, =12; y3 =  {0est donc non vide). Il a

un seul plus grand élément, que I'on ngieet I'on peut affirmer queN = 3Par stricte croissance de la
suite ) : Yy < Ynu- Mais d’apres le statut dg, nécessairementY < yy,;. Puisque(X,Y) appartient a

S, et est censé ne pas se trouver dmkapreés la remarque préalable a cette questighy,,; . L'inégalité
est stricte et finalement yy <Y < ynu

Question 8.
Si (x;y) et(x;y) sont solution deH) et si y'<y alors 2y'?+1< 2y? + 1 c'est-a-dire :X?<x? ce qui
impligue dansN* que : X<X. Et si y'<y et X<X, alors X'+y'x/§<x+ y\/E. Les divers nombres

Z=X+ y«/E ou (x ; y) est solution deH) sont rangés dans le méme ordre queyeur

D'oul le rangement Xy + ny/E <X+Yy2< XN T yN+1J§

Question 9.

Pour tout couple(x;y) élément deS : (3x—4y)+(- 2x+3y)\/§=(3—2\/§)(x+ y\/E). Les nombres
(3x—4y)+(-2x+3yN2 sont rangés dans le méme ordre que les non{l&rey\/a), eux-mémes rangés
dans le méme ordre que lgur

Or lapplication (x;y)— (3x—4y ; -2x+3y) est précisément lapplication réciproque de
(x; y) (3x+4y ; 2x+3y). Elle laisse stable 'ensemb® sous réserve quax—4y et —2x+3y soient
des entiers strictement positifs (on peut véritige : (3x— 4y)* - 2(- 2x+3y)? = x> = 2y?). Elle envoie
donc le couple(xy ; Yn) Sur (xy— ; Yn-1) et le couple(Xy.q ; Ynsa) Sur (xy 5 yn ). En appliquant aux

termes du rangement de la question@;;; + yN_lx/E <(3X —4Y) +(— 2X +3Y)\/§ <Xyt ny/E

Question 10.
L'application (x ; y)i (3x—4y ; —2x+3y) envoie un élément de 'ensemiSiesur un élément d§, sous
réserve que3x-—-4y et —-2x+3y soient des entiers strictement positifs (on peétifier que :

(3x—4y)* - 2(-2x+3y)? = x? - 2y?).
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10.2. Vu que pour tous les couples d& et en particulier pour le couple(X;Y):

2 2 . 1 L.
X° =2y =Ix- \/E X+ \/E =1, on peut dire que x- \/_: >0. On en déduit pour tous les
y ( y X y ) p q y (—)x+y\/§ p

couples dés, et en particulier pou(X ; Y): 3x>3/2 y>4y. Donc I'entier3X —4Y appartient aN*

10.2. 3Y-2X>yy_1 =Y, >0. L'entier —2X +3Y appartient aN*. Dés Iors,(3X —4Y)+(—2X +3Y)w/§
appartient &,.

10.3. On dispose du rangement :

Xna t yN_p/E < (3X —4Y) +(—2X +3Y)\/§ <Xyt yNJE <X+Yy2< XNt yN+1J§ et ces nombres
sont rangés dans le méme ordre que lpuER conséquence=2X +3Y <Y

Autrement dit s'il existe une solution @ (située strictement entre celle de rargf celle de rangn+ lil y
en a une située strictement entre celle de rang et ctlle de rang.

Question 11.
En itérant la construction, on peut construire deelpe en proche des élémentsSieitués strictement entre
ceux deS Au bout du compte, on va en trouver une entygémiére et la deuxieme, ce qui contredirait les

conclusions du programme de la question 3. Négessant,S; [ S. Il n'y a pas d’autre solution que celles
construites par récurrence en question 4.

BF B, & B, B 2 = H
g w2 =(o1)2
I 3 2 1 1]
3:« 99 70 35 49|
. 4 577 408 204 288
Le tableur peut construire de proche en Progl§  se: 25 e e,
les solutions. Les listes< etyy sont initialisées [ 101 1360 6030 o800
sur leur premiére ligne, les formules df#
récurrence sont écrites sur la ligne 2 pL%-
recopiées vers le bas. 6
il
|
rlﬁE =3-al+4 b1 4 :
Terminé 'ﬁ“l pell3 o:1=3.\
peli500) Define pell3()=
= P
{3'2} L;gé:ll kxy,mn
{1712} g
{o9,70} 15y
- _ {577,408} J[Wrhile £=5
Un progrgmmepell?; modifié permet d’c_)btenlr F— I;f;:;(lx):gmm
systématiqguement toutes les solutions jusqu’a| .. "
. 'Y A~ Ve =N
cinquiéme. On retrouve les mémes résultats ¢ {3211} 2
) £ s 7 n e 43
ceux de I'écran précédent. {11268} an
{99,70,35,49} Kresd
{577,408,204,288} Disp {xmn}
{3363,2378,1189,1681 } [§[EndIf
1
Termine EndWl‘;ile
‘,_,.‘EndPrgm
1/3
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