Ecrit 1-2012 CAPES Mathématiques

Autour de I'épreuve Ecrit 1, probleme 2

1. Quelques résultats de la partie A du probleme

n
. , e , 1
Résultat 1.La swte(H n)nIZIN* est definie pour tout entier naturel non nglar : H,, = Z— .

=1 k
On montre que in(n+1)< H, <1+In(n) puis que :H, = In(n)
; . i . Jn(2n
Résultat 2. La suite(a, ) - €st définie pour tout entier naturel non nular : a,, =— . On montre
4"\ n
gue cette suite converge v L et que, plus précisémenftL S <a,<——
U ’ Jr oenm " m

2. Marche aléatoire sur une droite

j=2n

j=1

2. Soitmun entier strictement positif quelconque. Si oniglés parX.,le nombre de sauts vers la droite
effectués par la particule a I'instamt la variable aléatoir¥,,suit la loi binomiale de paramétreset 1/2.
Si, a l'instantm, la particule a effectu¥,, sauts vers la droite, elle a aussi effectué ansgamtm-— X, pas

vers la gauche. L’abscisse du point ou se troupaiicule a 'instanim est donc :

X —(m=X,,)=2X,, —m. Cette abscisse est de la méme paritémue

2.1.Ainsi, lorsquem est impair, de la formen= 2k +1, la particule se trouve sur un point d’abscisse
impaire. Il estimpossible que cette particule adiorigine : P(02k+1 =1) =0

2.2.Lorsquemest pair, de la formen= 2k, la particule se trouve a l'origine i, = k.

ot 22

j 2n j 2n
3. Par linéarité de I'espérance mathemathlEéU [ }
= =

j=2n

k= =n
Compte tenu de la question précéderﬂiéu ZE(OJ) Z? 02k = Zik( J

2n
Ainsi, ces espérances sont liées par la relatioéclerence £(U,)=EU ) +4i( J

+1(2n
Essayons de montrer par récurrence la relatieu;, ) = 2nn 1( J
4 n

Au rang 1, chacun des deux membres de cette égaljteé. La relation est correcte a ce rang.

Supposons-la correcte au rang- . Alors, compte tenu de la relation de récurrengelass espérances :

e 22T (7))
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Or:2(n—1)+1(2n—2j_4(2n—1)x n? (an:@(@j'

gt (n-1) g0 2n(2n-1)\ n
, 2n(2n 1(2n)_ 2n+1(2n _
On obtient : E(Un)z — -1|+— = —-1. La relation est encore correcte au rang
4"\ n 4"\ n n
Elle I'est donc pour tout entier strictement pdsiti

2n+1

4. Avec les notations de la partie précéderidU ) = Ty -1
n
. . 2N+ .. 2n+1 n
En consequence des résultats de la parti 2 '1an =2n 1 soit : ——a, 22\/:
n ednm vn e\
S ] n
C'est aussi un équivalent de I'espérance e&{U:,)=2,|—
o 7T
L n
Un autre équivalent est E(U,)=2,/— -1.
o \ 7T
12.59 ¥
Pour de grandes valeurs de n il est indifférent L
choisir l'un ou l'autre. Cependant, si l'or R B
représente dans une méme page Graphiq ”“-”FT* y_,,»»"““ o
d’une part la suiteu;(n)=E(U,) pour les 99 ™ fl=2 £ =1
premieres valeurs de l'entiex (en pointillés J_‘_.,-»”’
bleus) et d’autre part la fonctidp définie par : ,_,,,,w”’
X >
fl(x)zz\/j—T—l (en vert), on se rend compt y,,--””
gue pour des valeurs dede I'ordre de quelques __y.-;"y
. n . 7
dizaines, 2\/:—1 est une meilleure| |/ |
Vi I-)_.;-“Do 127, 371

approximation deE(U,,)que ne I’estz\/E
T

3. Marche aléatoire dans un plan

j=2n
1.De méme U, = > 0.
=1

2. Si on désigne paA, (respectivemenB,,) la variable aléatoire qui vaut 1 si I'abscissesfrectivement
'ordonnée) du point ou se trouve la particule ainstant donnén est égale a zéro, et qui vaut zéro sinon,
ces variables aléatoires suivent, indépendammeng ltle I'autre, la méme loi que la variabl®«» de la
A, =1

partie précédente. Avec les notations de cetteeisupartie :0,, =1 = { . La particule est a I'origine

m

si, a la fois, son abscisse et son ordonnée sdfgsnil’événement «©,, = % est lintersection des
évenements &, = det«B,=1»

Ainsi, pour les entiers impairsl3:'(02k+1 :1)=0 car a un instant impair les coordonnées de laipogie la

particule sont impaires.
Pour les entiers pairs (et vu l'indépendance des dariables) :P(O,, =1)=(P(Ay =1))x (P(B, =1)) et

a ) a’
donc : P(O, =1):(—kj =k

)k
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j=2n ( ) k=ng 2
3.1 It E E\O E(O
en résulte Z Z o) kzi ”

4. Pour tout entier strlctement posnkf en élevant au carré les deux membres (nombreiifgjose

. . . 1 1 1 . . .
inégalité (entre  nombre  positifs) —-———=<a <——, on obtient [linégalité:
J sk NE

2

On en déduit que = H . 1. E(U,
/4 2

1 1 1 1 1 2 1 1 1 ay 1
————<| == + <q“<— donc:— - <—<—
1 4k |\ Ak 64k2 g7 T mk ak?g7 ko mk
k=n k=n k=n
5.En sommant £ 3 £ -1 12 E(Un)slzl.
TiaK 4”k o1 K Tiak
k=n1
Or, la suite définie par: K,= F est une série majorée par 2. En effet:
k=1
k=n
Hy <1+ z z(i 1}1{1-1}.
k(k 1) i\k-1 K n
)<= H,.Pui

Pour aller plus loin :
4. Simulations d’une marche aléatoire sur une droite

Voici plusieurs simulations faites avec le logiaiel TI nSpire accompagnant le texte du probleme.

Simulation 1. Simuler dans une pagé€raphiques le déplacement de la particule sur un axe.

Ouvrir d’abord une pagealculs.
La fonction randin{0,1) renvoie de maniére|Define s-2 rendin{0,1)-1 Terming

_A H ’ ’ 30 -1
pseudo-équiprobable I'une ou l'autre des valel i .
0 ou 1. La fonction définie (sans qu'il soi ) ;
nécessaire de specifier un argument) Pg o . )

s( )=2randin{0,1)-1 renvoie de la méme|.)
maniére I'une ou l'autre des valeurs -1 ou 1

0
permet de simuler I'exécution d'un saut de !
particule vers la droite (+1) ou vers la gauche 358
0
0
0
{

Terming

1). La fonction ds( )=s()+s() simule un |
double-saut de la particule, car s
nombrerandin{0,])  est recalculé  dang
I'addition, ce qui ne serait bien entendu pas &
cas de2s( ).

o]
0
2
0
o]
0
2
2

o4
17/99
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Ouvrir une pagédsraphiques et la grouper avec
la pageCalculs. Créer un poinP sur I'axe Ox,
afficher ses coordonnées et stocker son absc
en variablep.

Dans la pagealculs, initialiser la valeur dep
puis afficher [linstruction: p+s()- p.

Chaque appui sur la touckater génére un saut
de la particule et modifie d’une unité en plus ¢
en moins la valeur de la varialjje La position
du pointP sur la pagédGraphiques s’actualise a
chaque appui.

I

6. 74

10

{-2,0)

a‘s() -2
ds() 0
a‘s() -2
ds() 2
O-p 0
ptsl)-p 1
prsl)-p 2
ptsl)-p 1
prsl]-p 0
ptsl)-p 1
prsl]-p 0
ptsl)-p 1

{)-» 2

"y

d B
Tome | fk=

®

Simulation 2. Simuler une suite de doubles sauts étudier le nombre de passages par I'origine.

Nous allons construire un programme qui simule@éj@acement d’'une particule jusqu’a I'instantgar
une suite de doubles-sauts (nous utiliserons affettla fonctionds( ) pour simuler un double-saut). Ouvrir
une pagé€alculs et dans cette pagetiteur de programmes. Créer un nouveau programme, nonmmeg()
(marchealéatoire sur undroite) et muni d'un argumenmt

Ce programme simule génere trois listes. La liste

nds compte le nombre de doubles sauts
effectués par la particule. La listpos est
destinée a donner |gostion de la particule sur
'axe gradué apreés chaque double-saut. La li
paso dénombre lepassages par drigine. A la
fin du programme, on fait affichen
(facultativement) le nombre final de passag
par I'origine enregistrés.

Les listes pos et paso sont initialisées puis
construites par récurrence a l'aide d’'une boud
For ... EndFor. Tester le programme plusiey

fois avec n= 100par exemple. Comme on lq_
le nombre de passages [

voit ci-contre,

mad(100)

mad

1212

24

Terminé

mad(100)

4]

Terminé

mad(100)

Define mad(ﬂ):
Prgm
seq(ﬁgk,ljfjjands
newList(n) —pos
newList(n —paso
a‘s()—- 03| 1]

If pos| 1]=O Then
paso[11=1

EndIf

TFor k2,1

4]

Termine

mad(100)

11

Termine

facdl
1125]

dSOeros[k*l]—»pos[[ff

when(pos[k]:(l,pasa
EndFor

Disp pasa[n:"
EndFrgm

4

|

k71]+1Jpasa[kfl}) —r

I'origine peut s’avérer trés disparate.

Lancer le programmmad pour une valeur da
assez élevée (par exemple 5000).
Dans une pag@raphiques, représenter le nuagg

de points donnant la position de la particule g

I'axe gradué en fonction du temps.

On constate sur lI'exemple ci-contre que
particule peut s’écarter de l'origine pour un
longue période.

200 ¥

mad(5000)

30

Terminé

mad(5000)

185

Terming

mad(5000)

P00

116

Terminé
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Si l'on représente le nombre de passages
I'origine en fonction du temps, on observe ui
période de stationnement du nombre de passs
par I'origine, correspondant a la période ou
particule reste éloignée de l'origine.

mad(5000)

64

Terminée

En modifiant le format de page, grouper les de
activitésGraphiques et une activité&alculs.

En relancant le programmenad, le lecteur
pourra observer une grande Vvariété

graphiques. On pourra comparer le graphiq /’f

représentant le nombre de passages
l'origines a celui représentant un équivalent
I'espérance mathématique.

Il apparait que la valeur 5000, qui nous par
pourtant élevée, est beaucoup trop faible pg
éviter des effets de dispersion considérables.

s
£
=

Dans une pag6raphiques, on peut représentel
le nuage de points donnant la position de

particule sur I'axe gradué en fonction du tempg

i
L1 y
'4,,,-‘ kadiipos) 5;190 5500
mad{5000)
. 68 ™l
i | 5/99]
droite(1000) 2P
9%
Terminé
droite(1000)
108
Terminé ‘
droite(1000) 0 Ly X
19460 Vg M 2199.9
35 \‘A
A
Terminé | !
i H‘JW\. i
w/ (pﬁs.._s.‘-‘r)
B
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5. Simulation d’'une marche aléatoire dans un plan

A chaque instant,

la particule effectue, de

maniere équiprobable, un saut soit vers le Nord-
est, soit vers le Sud-est, soit vers le Sud-ouest,

soit vers le Nord-ouest.
situation, on peut procéder comme suit :

La fonction : f(u)=2.f|oor(%j—1 prend la

Pour simuler cette

droitel 1000]

2

Terminé
valeur 1 lorsquer est égal & 3 ou a 4 et prend | poge )20 [_J] . Terminé
valeur — 1 lorsque est égal a 1 ou a 2. -

u Termine
. Define g =4 fPan(:) 1
La fonction: g(u)=4fPar{=|-1 prend la 2
2 {Ar)eln]} {11}
valeur 1 lorsquer est égal & 1 ou & 3 et prend || 12=l2)} {1}
valeur — 1 lorsque est égal a 2 ou a 4. Ainsi, l¢ gﬂ'gﬁ{ f 1{
. . 4)2l4 {11
couple (g(u); h(u) vaut respectivement ey .
(-1:1), (-1;-2), @:1), @;-1) lorsqueu | {fushu)} {11}
est égal & 1, 2, 3 ou 4. La fonctiamndin{(1,4) |
A 11/99
prend les valeurs 1, 2, 3 ou 4 de maniére
équiprobable. Combiné avec les fonctidmes g,
son usage permettra de simuler un saut aléatoire
de la particule conformément au protocole de
'énoncé.
plan 10/16 =
Define plani(z)= = plani100)
Prgm 0
Local ke Terminé
newList(2 n)—xx 5] rmine
. , i n)-syy lan|100
Le programmeplan simule le déplacement de |e:;;;ﬁ;i"(§%;;[;-“ = -
particule dans le plan jusqu’a linstantn.2 iu-x=d1 -
y . y s - =1 erming
L'abscisse et I'ordonnée de chaque position [~ T
la particule sont enregistrées respectlvemaFordfiz21 . P
t —
dans les listegx etyy Le compteurc dénombre }Eﬁ&ﬁk 1}?”‘\ i ==
A I'oriai g(u)ﬂy k=1|=wk
les passages a l'origine. Sl o S PO plan{100)
ctl—=c 3
EndIf =
EndFor Terminé
Disp ¢ ~
EndPrgm 37[95‘
pfari(lOO) T we
5
Termine
pfari(lOO)
10
. . Termine
Dans une pagéraphiques, on peut dés lors| 1o , 3
. . 7 -25. 5.6
afficher le nuage de points représentant 5|7
marche aléatoire de la particule dans le plan. Termin
pfan(loo)
8

Termine I

e |
3s9s &

x
s1

—Xx
=
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