Ecrit 2-2013 CAPES Mathématiques

Correction Probléeme "courbes de Bézier de degré 2"

Partie 1. Paraboles et courbes polynomiales de degr  é 2.

1.1. Pour tout poinM de P,AM(t) est combinaison linéaire des vecteurs indépendamsw . Tout point
de P est dans le plaA, (v, w), la parabole P est incluse dans ce plan.

1.2. Le vecteur dérivé en un poikt est le vecteur D =v +2tw. Ce vecteur est orthogonal @ si et
seulement si V.w+ 2t||w||2 =0 ce qui donne, puisqu& est un vecteur non nul, une unique valeurt de

2f”
. N2

point est défini par S = A—L VfN JV+[ VfN J W
2Aal” )\ 2f”

1.3. De facon générale, si on considére deux padet®, associés a deux valetrst t' du paramétre :

MEM )= (019 + (22 )= (-0) + ¢+ 1))

Quant au milieu | du segment [M(t)M(t)], il est défini par la relation vectorielle:

Al(t) =%(AM (t)+ AM (t)):%((t +1'W+ (t2 +t'2)W)

V.wW
|a 2

possible :t =- . Il existe donc un unique poiou la tangente a la direction orthogonaleaCe

Notonss la valeur de associée au poil8: s=- etA la droite passant pd de vecteur directeur .
Le pointSest ainsi le pointS= A+ sV + s2%. Considérons alors deux points de P, de paramespgctifs
t=s-h ett'=s+h ouhest un réel non nul.

Avec ces notations M (t M (t') = 2h(\7 +S\7v). La droite 1M") a pour vecteur directeur le vecteliir+ sw).

Compte tenu de la définition dg il s'agit d'un vecteur orthogonal &. Donc la droite MM') est
perpendiculaire &.

D'autre part, le milieu de [M({t)M(t)] est défini par la relation vectorielle A_I(f)zsv+(sz+h2)ﬂ/,

relation équivalente aSI(t)z(hz)K/. Donc, | est sur A, droite qui apparait comme la médiatrice de
[M(t)M(t)] quel que soih# 0.A est axe de symétrie de P.

Partie 2. Courbe de Bézier de degré 2 (a trois poin  ts de contrdle).

2.0. Compte tenu des définitions barycentriquesddess points en jeu :

AB,(t)=tAA,, AB,(t)=tAAset B(t)M(t)=tB,(t)B,(t). Le pointsB, est 'homothétique deé, par
I’lhomothétie de centré; et de rapport, B, celui deA; par 'lhomothétie de centi&, et de rapport et M
celui deB, par 'homothétie de centi® et de rapport.

2.1. Compte tenu de ces mémes définitions banjigees :

OM(t) = (1-t)OBy(t) +t OB, (t). Or : OB|[t) = (1-t)OA +tOA, et OB,[t)=(1-t)OA, +tOA;

La substitution de ces deux derniéres expressians celle deOM(t) donne la relation voulue.
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Rem :Il est possible de positionner le poikt(t) par rapport au poim, : AM(t)= 2t(1—t)AA, +t2AA
ou bien aussi AM (t) = 2t.A A, +t2(A1A3 - ZALAQ): 2t.AA, +t2(A2AL + AQAS)

2.2. Le développement de I'expression OM(t) = (1-t)*OA +2t(1-t)OA, +t?0A,  donne:
OM(t) :ﬂ+m(@—@)+t2(ﬁl—2@+@) soit : OM(t) = OA + 2t AA, +t2(A A + A2A3).
On reconnait une définition parabolique avee A, ; V=2AA, ; W= (AZAL + Azps)

Cette courbe est une parabole si et seulemens sideteurs v = 2 AA, et W= AA + A)A; sont des

vecteurs indépendants, donc si et seulemeAiAj et A,A; le sont. Ce qui revient a dire ghg A, As ne
sont pas alignés.

2.3. Les pointg\; et A; correspondent aux valeurs zéro et 1 du param@éeont respectivement les points

M(0) et M(1). Lorsquet =%, B, etB, sont les milieux respectifs da.f\] et de PoAg] et M est le milieu
de [B;B;]. De ce fait : ALM (%) =%[A281(%j + AZBZ(%B

M [%) au milieu deA, etA’,.

%(AZA!. + AzAS):%AzA'Z ce qui positionne

2.4.OM (1-t) =t?0A + 2(1-t}tOA, + (1-t)*OA; . Par différence M (t)M (1-t)=OM(1-t)-OMt)
Ce qui donne M(t)M({1-t)=(1- 2t)(@ —O—A;)z (1-2t)AA; et prouve la colinéarité de I'énoncé.

I

Le milieul du segmenfM ()M (1-t)] est quant & Iui défini par O = ( 1-t)+om(t ))

On obtient : Ol =( -t +—j( A +OA3)+2t 1 t)OAQ Si on positionne ce point par rappordaa l'aide

de la relation de Chasles, | =( —t+= j(A2A1+A2Ag) ( t+%j(2%)

Ce milieu est sur la droitéA’,). Les deux points de parameéttes 1 —t se correspondent par une symétrie
(oblique) d’axe AA’,) et de direction celle déyAq

2.5. Le calcul du vecteur dérivé donng%(t) 2((t ~1)0A +(1-2t)oA, +t@). Ce qui peut s'écrire :

do(';:' ®_ ((1 t)OA +tOA2)+ 2((1 t)OA, +tOA3,) -208;(t) + 20B,(t) = 2B, (t)B,t)

La tangente erM (t) a pour vecteur directeur le vecteBy(t)B,(t). Le point M(t) appartenant & la droite
(B,(t) B,(t)), cette droite représente la tangenfeen M (t).

On peut noter que d’aprés la relation vectoriel® (t)B,(t) = A A +t(A2A1+ AZAS) facile a établir, sh,,
A, et Az ne sont pas alignés, les poiBtset B, sont toujours distincts.

Pourt = 0, on obtient 2B,(0)B,(0) = 2A A, , la tangente eA; aT est la droite A4Ay).

Pourt = 1, on obtient 2B,(1)B, (1) = 2A,A; , la tangente eAs AT est la droite AAs).
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Lorsquet :%, B, etB, sont les milieux respectifs déyf;] et de PLAs]. Le point M (%) est le milieu du

segment B,B,]. La tangente®;B,) en ce point est la droite passant par les mildesx segmentAgA] et
[AAg].

Partie 3. Raccordement, courbe de Bézier de degré 2  associée a une ligne
polygonale.

3.1. Lorsqué appartient a I'intervalle [0 ; 1[, sa partie engi€st nulle et on obtient I'application :
t0[0; 1]~ OM(t) = 1-1)?0A +2t(L-t)OA, +t?0A; conforme & ce qui a été obtenu dans la partieu? po
construire I'arc de parabole controlé |63{, A, Ag)d'extrémitésAl etAs. En l'occurrence, il s’agit de l'arc de

parabole P
Plus généralement, supposons ckiesoit un entier tel queO<k-1<n et soitt appartenant a
I’intervalle[k—l; k[. Le nombré — lreprésentéa partie entiére deet si I'on effectue le changement de

variables=t - ¢&ft), on obtient 'application :
sO[0; 1> OM(s) = (1-5)?OAy,_; + 25(1— S)OA, +S°OAy ;. Cette définition est conforme a ce qui a
été obtenu dans la partie 2 pour construire l'arpatabole controlé pdig, _;, Ax, Aps1) d'extrémitéy,,

et Ax.1. En I'occurrence, il s’agit de I'arc de parabole P
Au final, on obtienf’, avec I'extrémitéA,,.; compte tenu du prolongement convenu.

3.2. La fonction ainsi définie est de classead'intérieur de chaque intervalle entier.
En un point entiektel que :0<k <n, par constructionOM(k) =0Ay+1 Puisquet coincide avec sa partie

entiére. En outreDM(n) = OAy,.4
Elle sera de classe'Gi & chaque raccordement en un erkiéel que :0<k<n on a en méme temps

_—

lim OM(D) = lim OM(t) = OM(K) (pour étre de classd)t : im M () = im M o).
t-k- tok+ t- k- dt t-k+ dt

La fonction partie entiére étant continue a drdéggrobléeme de continuité ne se pose qu’a gauche.

Or: lim OM(t)= lim OM(s)= (1 5)>OAy,_; + 25(1 - S)OAy + S*OAy 11 = OApys1
S—1-

tok-
Le raccordement est toujours continu.

Si I'on dérive a l'intérieur d’'un intervalle enti& relation vectorielle de définition, on obtient

doMm(t) — — —
dt = 2(t - e(t) _1)Op2e(t)+l + 2(26(t) +1- 2t)OAZe(t)+2 +2(t - e(t))OAQe(t)+3 :
Cette fonction vectorielle est de plus dérivabl@raite pour tout entier compris entre 1lnet , dvec
dOM
T(k+) = —20Mp41 + 20A 42 = 2Pg 11 P42 -

Sur I’intervalle]k -1 k[ , la partie entiere deestk -1 :

dO(;\:I (t) _ 2(t — K)OAY 1 + 2(2k —1- 2)OAyy, +2(t =k +1)OApy s :

Par suite : Iier1 doMm{t
t k-

= —20Ry + 20Ry41 = 2Pg Ao -
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Le raccordement est de classesCet seulement si cette limite est égale au vectérivé a droite, c'est-a-

dire si et seulement Ay, Aoy+1 = 2P0 +1P0k+2 C€ qui revient a dire quéy,,; doit étre le milieu du

segment[AQk A2k+2] .
(Mais la courbd™ peut avoir une tangente en son pdigt, sans que pour autant la fonction vectorielle soit
de classe € C'est le cas lorsque les poingg,, Aoy .1, Aoso SONt alignés dans cet ordre. Si on considére le

point M (t) comme un point mobile, il subit alors au passage discontinuité de vitesse mais pas un
changement instantané de direction).

" [0, 2-1.%111] e el 2
Les abscisses et les ordonnées des points » [MJE J;,m} o e
contréle sont listés en listesxx et yy s s
respectivement (partie gauche de I'écran, op ™= L) #p-==] 2 rew (152 {3 ket (15} ofa peakes® ofa 403]
choisi les coordonnées des cing points Termine
contréle de la question 3.4). Defmewu%—l)-ﬂ e
Sur la partie droite de I'écran, on a défini l€ . gz mmme oo ]
fonctions coordonnéeabsc et ordn, permettant |aealll 5 1) 2 (o2 o "o
de construire la fonction vectorielle— OM(t) ‘10‘7'5 0100565 Epm(fg)ilk
déterminée par les points de contrdle dont or et (152 {2 k12 = (1<) ppl2: kralis® 2 i3]
listé les coordonnées. e
7/99
1.17 ¥
Al \1(42414'1)

La courbe de Bézier ainsi générée € [

représentée en tant que courbe paramétrée. lya=ordaly)

L'écran ci-contre présente l'arc de cercle, I (
cing points de contrle et, presque superposes
guart de cercle, la courbe de Bézieobtenue (1,0.014]
par raccordement de deux arcs de parabole.
Le pointA; étant le milieu deA,A4], la fonction

< T
\_}ﬂ

“ |

t— OM(t) définie sur[0; 2] et raccordée en 1 -~ nif i e
est dérivable en 1. ' :

r0.38 0.1 45 1.67

-0.21

3.4. Les tangentes & et enA; & ont pour équations respectivesy -1 =0 etx +y- +/2 = 0. Elles se
coupent erd, de coordonnées/@ - 1; 1).

Pour l'arcA;AAs, on obtient le paramétrag avect appartenant a [0, 1]

x=(22-2)1+@2-3J2/2)t?
y=1+2/2-1t?

Le calcul dex? +y? - 1let la fonction factor de la calculatrice donne 0 (17+/2) pour le coefficienk,
coefficient qui est compris entre 0,10 et 0,11.

Le maximum de distance a U sur cet arc est obtasquet rend maximaltz(l—tz) c'est a dire pour= 1/2.

Cette distance est al 26;7\5 -1 qui est comprise entre 0,0031 et 0,0032.

L'arc AsAAs se déduit du précédent par réflexion d’axe la peesnbissectrice du repére (les arcs de
paraboles se transforment l'un en l'autre). Le mari de distance a U est le méme pour cet arc que po
l'arc précédent.
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Complément

Dans une pagésraphiques, on a créé cing
points notésA, B, C, D, Edont les coordonnées
ont été stockées dans diverses variables. Puis
cinq abscisses ont été listées en listeet les
cing ordonnées en listeyy. La fonction

vectorielle tD[O; Z]H OM(t) déterminée par

>
5 (0.583,5.46)

17

/

(6.67,1.62
. D

ces cing points de contréle a été représentée.
C est le pointM (1).
En déplacant I'un ou l'autre des cing points, ¢

déforme la courbel représentative de Iq
fonction vectorielle. Dans le cas présent, (

observe deux demi tangenteslaen C. La

fonctiont — OM(t) nest pas dérivable en 1.

Dans ce cas, les poirs C, Dsont alignés dans
cet ordre mai€ n’'est pas le milieu deBD]. La

]
b

(-5.49,-4.25)

courbel” présente une tangente €rbien que la |

fonctiont — OM(t) ne soit pas dérivable en 1.

Dans ce cas, les poirBs D, Csont alignés dans
cet ordre. La courbE présente e un point de |

rebroussement.

(6.11,-3.05)

(-3.84,4.23)

-5.7,-5.46

6.11,-3.05
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