Ecrit 2 CAPES Mathématiques

CAPES Maths 2018, épreuve 1 :
Ecriture d’'un entier en base deux, nombres
dyadiques, ...

Voici quelques éléments de correction de I'épreluvde néglige intentionnellement la premiere partie
Chacun trouvera l'irrationalité de ou des séries convergeant vém® dans un grand nombre de manuels
de Terminale S.

Partie B : Ecriture d'un entier en base deux

n-1
IV. On suppose queN =) d, 2" avecCkO{0;..;n-2}:d,0{0;3 etd,, =100 n est un entier au
k=0

moins égal a 2.

n-2
IV.1. Puisqued,; = 1 N=2""+>"d, 2"
k=0
Pour chaque entigr appartenant éo ;...;n—2} : 0<d, <1. En tenant compte de cet encadrement pour
n-2
chaque terme de la somm@™ < N< 27" +3% 24 =2""+ (2”’l —1)= 2" -1.

=
1l
o

On obtient la double inégalitg"* <N <2", d’'ou I'on peut déduire l'inégalité n—lsIIn—I;I<N qui
n

caractérise I'entien: n= E(In Nj .

o In2
p-1
De la sorte, siN admet un deuxieme développement de méme nature,Zek 2X avec
k=0

0k0{0;...p-2: e 0{0;1 ete,, =1 alorsp=n.
On suppose dans la question suivante qu'il eniesit a

IV.2. Unicité du développement (sous réserve d’existence)

n-1
N=d, +> d, 2"
k=1

gjulia

n-1
=d, +2 > d, 2k‘1j avec0<d, < 2
k=1

Sont en évidence les deux ingrédients de I'uniquréugée en division euclidienne par 2 de I'entiér. le

n-1
rested, et le quotienty, =de 2% de cette division. De la sorte,iadmet un autre développement de
k=1

n-1
méme natureN = > e, 2%  alorse, =d,.
k=0

([ n-1 . j-1
Plus généralement, pour j=2..n- 1 : N=2! (de 2‘“'} +> d, 2 avec
K= k=0

gjulia

LN

. i1 _ -1
2“=2) -1. Ainsi 0<) d, 2" <2/, cet entier) d, 2“ est le reste de la division
k=0 k=0

j-1
0<>'d, 2<
k=0

=
I}
o

euclidienne dé par 2! . On obtient un résultat analogue avec le deuxigéveloppement.
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D’aprés 'unicité des ingrédients de cette divisautlidienne :
: )

j-1
pour toutj =2,...,n- 1: > d, 2 =) g 2“.

k=0 k=0
Dans ce cas, en considérant «en cascade » ces tionwla
d, =6, }
=>d, =g ;d =g
2d; +d, =2¢ +¢, . ° ' =>d, =g, ;d, =¢ ;d, =g -
, o
2°d; +2d, +dg =27, + 26, + 6 . = 0jo{0.n-1:d, =e,

k=n-1 k=n-1

d. 2= Y g 2¢
k=0 k=0

Les deux développements sont nécessairement idestiga suite(do,...,dn_l), si elle existe, est déterminée
de maniére unique.

IV.3. Existence d'un tel développement
Soit y, =N et (yl, do) le quotient et le reste de sa division euclidiepae 2. Alors 1y, =2y, +d, ,

0<d, <2etpuisqueNestun entiez2, N>y, >1

Tant quey, = 2 la suite de divisions euclidiennes des quotipats2 donne y, =2y, , +d,, 0<d, <2,
Y > Y 21 et:
N =d, +2d, +22d, +...+ 27 dy, + 2y, =dg +2d; +2%d, +.. .+ 27, +24(d) + 2V,

La suite (y, ) est une suite strictement décroissante d’entidrsUne telle suite est nécessairement une
suite finie. Il existe un rang ou la conditign = n2Zest plus vérifiée. Si cela se produit ant@me division,
alors nécessairement,_, = (%inon, on pourrait procéder a une division de)plu

La division euclidienne suivante s'écritt=y,, =0x2+ .1 Ainsi y,=0;d,;=1 et désormais :

Y, =d, =0pourk=n.

L’écriture N =d, +2d, +2°d, +...+2"?d,_, +2"d,_, est définitive, la question d’existence d'un tel
développement est réglée.

"hinette" enregistr, effectué |

bineite|13
( } Define hi.uettE{_”}=

*

1101 Prgm
. Local x,k
Terminé
. . , . . 0—x
Le programmebinette affiche I'entierx qui, en || :
f;meffe{_39 1} 0-k
numeération décimale, a la méme écriture q ©gilbergjulia2018

110000111 While =0

I'entier N en base deux. - k
Terminé IHOd{.H,2}' 10" +x —x

1=k

n
—_|—=n
|2

EndWhile =

floor|
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VI. Je n’ai aucune idée des algorithmes utilisés parautomate pour calculer une puissance et, d’autre

part, « a la main », je ne s’amuse pas a multiphémpar O ni par 1 ... Je miserais une demi roupie su

+ -—
w et 2n — 2respectivement mais pas un kopek de plus. Oncosjgcturer que dans le cas de

Horner le nombre d'opérations est du premier deginén alors que ce hombre serait du second degré en

avec la méthode « naive ». Point barre.

———
decimus(]1,1,0,1})

"decimus" enregistr. effectué

Define de ci.mus{_f}=
12 Prgm

Local x
©gilbertjulia2018

Termine

decimus({1,1,0,0,001,1,1})

2 1] 2] -x

Le programmedecimus affiche I'écriture en For & 3,dim())
, . L. . 391 2-x+£[k]—>x
numération décimale d'un entier dont o Tenmine | |EndFor
Disp x
connait la liste| des chiffres dans lalemus({1o1001000100001}) | |EndPram

, . 21025
numération en base deux.

Termine
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Partie C : Nombres dyadiques

: : : a . . : :
VII. Quel que soit I'entier relaté : a :? est un nombre dyadique. Do@c] D, . L'inclusion est stricte

puisque par exempl%1 est un nombre dyadique et n’est pas un entietiftela

Tout nombre dyadique est un quotient de deux nosneméiers et de plus le dénominateur n'admettaatXyu
comme facteur premier, un nombre dyadique est spaticulier de nombre décimal. Dobg, 0D, 0 Q

en notant icD4o I'ensemble des nombres décimaux.

L'inclusion est stricte car par exemp%e (ce choix me parait meilleur qu3§) est un rationnel, et méme un

décimal, qui n’est pas un nombre dyadique : I'higpse qu'il existe deux entieaset p tels quez—i =% est

absurde car elle impliqueraia=2" ; puisque 5 divise le premier membre, il divisetai deuxieme et,

puisque 5 est un nombre premier, il diviserait ldes facteurs d@P =2x...x ,Ze qui est contradictoire.
Les inclusionsD, 0 D,, O Q sont des inclusions strictes.

n

VIIl. Supposons qu'il existe une suite conforme aux Hygsss indiquéesx:Zak 2% . Vu que les
k=0

coefficientsa, (1<k <n) sont tous positifs et inférieurs ou égaux atlque le coefficient d’indica est

n
exactement égal &:1a, +2" < x<a, + Y . 2% =g, + (1— 2‘”).
k=1
Il en résulte quea, < x<a, + t'est-a-dire quea, = E(x), ce qui détermingy, de maniere unique.

p
S'il existe une autre suite de méme natuxe=)_b, 27%  alorsb, = a,
k=0

n P n n P
Dans ces conditions) a, 2™ =>"b, 27 . 2”[2 a, 2"‘} = [z a, 2”"‘} => b 2"*
k=1 k=1 k=1 k=1 ) k=1
g

n n p
On peut supposer sans diminuer la généralitémpa . Alors : 2“(2 ay, 2"(} = (Z ay 2“"(} = Zbk 2"k,
k=1 k=1 k=1

n p
Z a, 2" est entier,Zbk 2"* doit I'étre aussi ce qui impliqup < n et finalementp =n.
k=1 k=1

n

En considérant I’entieE a, 2" , on obtient deux développements suivant les anEs de deux qui,
k=1

nécessairement, doivent étre identiques =a; pour tous les indices. Un développement dyadigiik,

existe, est unique.

. a . . R L . .
IX. Soit XZF un nombre dyadique non entier. D’apres la pargéeg¢dente, I'entiea s’écrit dans la base

n-1 n-1 n-1 p-1
deux:a=>Ya 2" etx=>a 2"P= [Zak 2""’J +( a, 2""’} est somme d’un entier et d'une
k=0 k=0 gjulia2018 k=p k=0
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somme de puissances négatives de 2. Puisgsienon entier, la somme de puissances négativestenon
nulle, il existe au moins un coefficierggparmi legp premiers qui n’est pas nul.

Par exemple35=2° +2+ &t %’ =23 401492

Partie D : Développement dyadique illimité

X.1, 2 et 3.Sous les hypothéses de ces questions, la E{ea@Z‘k est convergente car c’est une série a
k=1

termes positifs majorée terme a terme par la gé&aenétrique convergenE 2% . De plus sa somms(a)
k=1

est telle que 0< sa)<1 puisqued 27 = 1
k=1

X.4. Une suite dyadique propre admet une infinité ddficients a, égaux a zéro. Il suffit de particulariser

l'un d’entre eux, soitm tel quea,, = Q Alors la série Zak 2% est majorée terme a terme par la série
k=1

géométrique convergenfy’ 27 privée de son terme de ramg: Y a, 2 < > 27“-2"et il en
k=1 k=1 k=1

résulte ques(a)<1-2""<1.

X.5. Soita une suite dyadique impropre. Il existe un entierk > m=a, =1. Alors :
© m-1 0 m-1

da)=Y a2 =Yg 2%+ 2% =[Z ay 2"‘} +2™™, Le nombres(a) est somme de deux nombres
k=1 k=1 k=m k=1

dyadiques. On peut considérer comme évident gsenane de deux dyadiques est un dyadique.

X.6. s(a)= z 27 =1>< 1 =1. Le réell est associé au développement dyadique illimitélesu
9= 4 1_} 3 3
4

termes de rang pair, et eux seuls, sont égaux a 1.

n
Xl. Soit x un dyadique non nul dont la partie entiere estezgatéro :x=2ak 27% ou les coefficientsy
k=1
(1<k<n) sont tous égaux & 0 ou a 1, et ou le coeffiakintice n est exactement égal & 1 (puisquest
non nul, il y a au moins un coefficient non nul)a suite coincidant avcéak) puis nulle a partir du rang

n+1, nest pas impropre et a pour somxe
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n-1 o0 o
Mais vu que: x=)»a 2 +2™" et que 2"= > 2 on obtient aussi:x=>» b, 2™ avec

k=1 k=n+1 k=1
b, =a, sik<n
Sberiuiazots b, =0 qui, quant a elle, est impropre.
b, =1sik>n

XII.1. Par définition de la partie entiérE(Zk‘1 x) est I'unique entier tel que2**x-1< E(Zk'1 x)s 2K x.
Ce qui implique que 2“x-2<2 E(Zk‘1 x)s 2%x.

E(2 x) est runique entier tel que2* x -1< E(2* x)< 2*x.

Compte tenu des régles d'addition sur les inégatiEEméme sens :
Ky K K
2°x-1<E[2" )< 2'x = -1<E(2* x)- 2E[2“* x)< 2
- 2x< 2E(2? x)< 2" x+2
Par conséquer (2* x)- 2E(2* x)=0 ou bienE(2* x)- 2E(2** x)=1. La suite(a, (x)) est dyadique.

2. Trivialement, (u, (x)) est une suite croissante puisque somme partieifeedsérie & termes positifs et de
plus lim (v, (x)-u,(x))  =lim(2™")=0.
n-o 00

guia
En outre, pour tout entier strictement positif

Vi (X) ~Vnu (X) =27" -2 - Crn+l()()2_r]_1 =2 (1_ Thi (X))

Puisque a,,,(x)=00ul, (1-a,,(x))=0 quel que soit I'entiern. Ainsi, quel que soit cet entier,
v, (X) = V,,.,(x)= 0 ; la suite(v, (x)) est une suite décroissante, les trois condititamjatence sont réunies.

Les deux suitegu,(x)) et (v,(x)) sont des suites adjacentes donc convergent verdimite commune.
Pour tout entien, u,(x) et v, (x) étant I'une et I'autre des sommes finies du stiglda partieC, ce sont des
développements de deux nombres dyadiques.

3.Pour tout entiek = 1 2™ a, (x) = 27 (E(2% x) - 2E(2"* x)) = 27 E(2¥ x) - 27V E[2** x)

Par suite,zn: 2%a, (x)=gj Zn:(Z"‘ E(2k x)—2'('<‘1)E(2'<‘1 x)) . On obtient une « somme télescopique » des
k=1

termes2* E(2k x) dans laquelle ne subsistent dans la sommationleqpeemier et le dernier terme, par

élimination deux & deux des termes intermédiainzr?:sZ‘k a (x)=2" E(Z” x)— E(x).
k=1

Vu queO<x< 1 E(x)=0 et ﬁnalement,un(x)=Zn:2’k a (x)=2" E(2n x) ou, ce qui revient au méme,
k=1

2"u, (x)= E(Z“ x)
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La double inégalité résultant de la définition defdnction partie entiére implique que pour toutiegm :
2"x-1<E[2" x)< 2"x donc quex-2" <u, (x)<x .

Il en résulte que x<u,(x)+2 ™" =v,(x)< x+2™",

Bilan : pour tout entier strictement positif x—2™" <u, (x)< x<v,(x)<sx+2™".

D’aprés le théoréme des gendarmes, ces suitesatfacctant encadrées par deux suites convergaamnt v
elles convergent elles-mémes vermite commune des deux suitdg, (x)) et (v, (x)), c'est-a-dire que :

X = rllimo(un(x))zg 2* . (x) (XIL5)

4 & 6. Supposons que la suifer, (x)) soit impropre, c'est-a-dire qu'il existe un entiertel que :
k>m=a,(x)=1.
Alors : x=i2‘k a, (x)=(kzn:12"‘ a, (x)j+ iz"‘ = Un(})+2™ =v,(x), et Iégalité x=v,,(x) serait en

k=1 k=m+1
contradiction avec I'inégalité stricte obtenueXdh3.

La suite(a, (x)) n’est pas impropre. On vient de construire untesiyadique propre dortest la somme.

Cette suite dyadique propre telle quZ'k a, =X estunique.
k=1

En effet, soient deux suites dyadiques proptes,) et (8, ) distinctes et soiin le plus petit des rangs tels
quea, # B, . Un des coefficients de ramgest égal a 0 (on peut supposer sans diminuer l&rgés que
c'est B,,) et lautrea,,, a 1.

n n
Soient (u,) et (w,) les suites définies respectivement pay =Y 2% a, etw, => 27 3, . Elles sont

k=1 k=1
supposées identiques jusqu’au rang 1

m m
Les termes de rang de different de2™ : Y 27 a, =(Z 27« 'Bkj +27",
k=1 k=1

Mais Z,BkZ"‘ <2™™ (inégalité stricte car la suit(g(ik) étant propre, certains coefficients de rang
k=m+1

0 0
supérieur ansont nuls). Donc 22"‘ ay >ZZ‘k B . les deux sommes ne sont pas les mémes.
k=1 k=1

Par contraposition, deux suitega, ) et (8,) dyadiques propres telles qJE 2% a, => 27 g, sont
k=1 k=1

nécessairement identiques.
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7. Soit. x=de2‘k Un décalage des indices sur une série convergeali@re pas la propriété de
k=1

convergence de la série(le décalage n'altéere qua Valeur de la somme):

00

| R S (M RS
=1 j=2 =1

k=1

Par unicité de la suite dyadique propre telle gad=x, d, =a,(x)= E(2x)- 2E(x), conformément a la

construction diXIl.1. PuisqueO< x<1, E(x)=0 etd, =a,(x)=E(2x)

En partlculler,§ est associé au développement dyadique ou les gedmeang impair, et eux seuls, sont

égaux a 1.

X1, Soit £ un nombre réel strictement positifrain réel quelconque de I’interval[é;l] .

n=min(e,1)sir=0our=1

On définit le réel strictement positif ainsi : _ _
n=min(e,r,1-r)sio<r<1

: : 1 s . ,
Soit m un entier tel que2™>= . On considére I'ensemble ordonné des nombres gqyesli

{uk =2Lm, k=0,...,2m} . Deux éléments consécutifs de cet ensemble sstants de2™™ <77 . Il existe

donc au moins deux éléments de cet ensernfl@t u, (pas necessairement consécutifs, il peut y e avoi
plusieurs de chaque coté detels que r —e<r - <u,<r GSUg<r+nsr+e dont un au moins est a

la fois dans]r —& 1+ 5[ et dans[o ; 1] .

Quel que soit le réel strictement positéf, aussi petit que I'on veut, il y a toujours au ngoun nombre
dyadique qui appartient a I’interval]e—g, r +£[ n [O ; 1]. L’ensembleD, n [O ; 1] est dense dar[@ ;1] :

Par translations successivés, n [n ; n+1] est dense dar{s ;N +1] quel que soit I'entier relatif et par

conséquend, = J(D, n [n; n+1]) est dense dar:
n0z

XIV. R -Q estdense dari®, donc a fortioriR - D, est dense dampuisqueR-D, OR-Q.

XV. Compte tenu des opérations sur les séries convesgein-x=> 27 - . >o*d, =>2%(1-d,).
k=1 k=1 k=1
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Compte tenu des opérations sur les sér|

convergentes :

1-x=Y 2% - iz'k d, =i2'k (1-d,).
k=1 Y k=1 k=1
On a vu d’'autre part :
2x = E(x)+i2‘k dyss :izk dyy Si
k=1 k=1

xD[O;:I{.
ci-contre, les quinze premiers termes (

certains développements dyadiques.

11,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0}
Terminé

Terminé | dvad enregistr. effectué
\ Define dyarl[x,n):
dyad)| 3,15 zrgm
7 ocal ks
: : uewList(rz)ﬂs
1 Forkln
{0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1,0,1,1J o A
Terming | fncor2 -2 noor 271 ) ~e[x]
EndFor
g Disp s
dyﬂd 7 EndPrgm
7
{1,1,0,1,1,01,1,0,1,1,0,1,1,0}
Terminé
dyad)| 5,15)
7

On a wu: > 27 -1 donc
9 3
DA _2 . Ainsi, 2 est associé au
o & 3 3

développement dyadique ou les termes
rang impair, et eux seuls, sont égaux a 1.

En dernier lieu, un exemple dg¢

développement dyadique fini.

S —

dyad| l, 10
3

{0,1,01,01,0,1,0,1}

Terminé
2
dyad| —,10]
3
{1,01,01,01,01,0}
Terminé
2
dyad| ﬁ,l‘i)
2

{0,1,1,1,0,1,1,0,1,0,0,0,0,0,0}

Terminé

"dyad" enregistr. effectué

Define dyad(x.r)=

Prgm

Local ks

newlist(z) s

Fork1,n

@gilbertjulia2018

ﬂoor(Zk x)—2 ﬂoor(Zk_1 x]as[k]
EndFor

Disp s

EndPrgm
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Partie E : Suite extraite d'une suite de cosinus

XVII. @est un réel strictement positif et on pose pout émtier natureh : u,, = cos(Z”nH).
De la sorte pour tout entier naturel u,,, = cos(2>< 2" ﬂ9)= 2cos’ (2“ 7149)—1

. e . Uy = COE(]TH) .
Cette suite{u,, ) peut étre définie par récurrence : , (questior)
Uy, =2u,” —1 pour tout nOON

1. Si fest un nombre dyadique strictement positif, il Bxteux entiers naturedsetp : sz—i.

Pourn= p+ 1, posonsn— p-1=j.Alors : 2" 78=2""P x ra=2! x(2 7a)
Pour toutn>p+ 1 2" 76 =0 (277) et u, =1. La suite(u,,) est stationnaire a partir d’un certain rang.

2.Si Best tel qu'il existe deux entiers naturalstp : 6:2—6:) +% :

Pourn=p+ 1 2" ﬂH:Z”'p'lx(zna)+ 2”‘&2

Pour toutn> p+ 1 ou bien2" 776 Ez?n (277) ou bien2" 776 54—3]7 (2m) etu, =—% dans chacun des

deux cas. La suitéu, ) est stationnaire & partir d'un certain rang.

3. Si Best tel qu'il existe deux entiers naturalstp : 6:2—6:) +§ :

Pournzp+ 1 2" 78=2""P"x(2/ra)+ 2" ><2—3]7

Pour toutn> p+ 1 ou bien2" 776 Ez?n (27) ou bien2" 776 54—3]7 (2m) etu, =—% dans chacun des

deux cas. La suitu, ) est stationnaire & partir d'un certain rang.

5.Sila suite(un) converge, elle ne peut converger que vers un figmide la fonctionx— 2x* - 1c'est-

< . . , , 1
a-dire vers une solution de I'équati@n® —-1=x. La swte(un) ne peut converger que vers 1 ou vepzs.

6. Soit 8- E(8)=>"a,.2™ le développement en suite dyadique propredeeE(d), conformément & la
k=1
partieC.

Un réel £ appartient a l'intervalle seml-ouv%ﬂ; E{ si et seulement si les termes de rang 1 et 2ode

. , L1 ,
développement dyadique propre sont nuls. Il est agxza si et seulement sile terme de rang 1 de son

développement dyadique propre est le seul termanbn

Il s'agira d'isoler un tel développement :
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Lorsquen= 0: = E(0)+% + iak .27%, on est amené a posky = E(@J et a, =0 ou 1suivant la
parité deE(6). k=2

Lorsquen= 1: 268 =2E(#) +a, +a_22 + i a 2™

Lorsque plus généralement> 1 -

n-1 o = ;
2" 6= 2[2”‘l E@)+Y a 2”’“‘} ra + 2y a2 =2k, +a, By > a,.;.277 en posant
k=1 2 k=n+2 2 d j=2
n-1
k,=2"1E(0)+Y a 2" etavec le décalage d'indige=k —n
k=1

7. Avec les notations précédente®™ 76 = 2k, r+a, T+ an+lg+ y En 7T

Si a, =a,,, =0alors :2" 0 =2k, T+ &, 71.

Avec I'hypothésel< &, s% : 2" @ est congru moduldn a un réel de I’intervalIEO ; 7—21 et son cosinus
u, appartient a I’intervalle[o ; 1] .

Sia, =a,, =1alors:2" 76 =2k, 77+37” +&,TT.

9l

1 . . , 3 .
Vu queO<¢g, SEZ 2" 16 est congru modufdz a un réel de I’mtervall%—; ; 271} et son cosinusl,

appartient a I’intervalle[o ; 1] .
Dans les deux cas, ce cosinus est positif ou nul.
Réciproquement, ce cosinus est strictement pasi@if 776 est congru modul®z ou bien a un réel de

. . R . . 3 < . .
l'intervalle [O;g{ ou bien a un réel de I’mtervall%? ; 271] c'est-a-dire sia, =a,,; = Oou bien

a, =a,, =1.

: — — .nNn —
Sia, =1 a,,=0alors :2" 7@ =2k, m+ 7+ &,71.
’ A 1 n N z ) 3
Avec I'hypothése0O< g, SE : 2" @ est congru moduldn a un réel de lintervalle 77 ; > et son
cosinusu, appartient a I’intervalle{—l; 0] .

Sia,=0; a,, =1alors:2" n6’=2knn+7—T +E, 1.

g
1 . . , s .
Vu que0<¢g, SE: 2" r@ est congru modul®n a un réel de I'mtervall%g; IT} et son cosinusl,

appartient a I’intervalle[— 1; 0] :

Réciproquement, ce cosinus est strictement négjait 76 est congru moduldn a un réel de l'intervalle
m. 3 . . . . R R e
}E ; 7”[ c'est-a-dire si, # a,,, , I'un des deux étant eégal a O et 'autre a 1teCebndition équivaut au

fait que les termes pairs sont égaux a 0 ou dekeermes impairs a 1 ou a 0 (respectivement).

G. Julia, avril 2018 III
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8.Si (un) converge vers une limite strictement positiveaced peut étre que vers 1. Il existe un entjetel
1 ., . 1 s . L
quenz=n, :>|1—un| SE, c'est-a-dire que quel que saikn,, u, 25 >(0. D’apres la question précédente,

dans ce cas, =a,,; pour tout entiem=n,.
La suite(an) est stationnaire a partir d’'un certain rang, esque c’est une suite dyadique propre, elle
contient une infinité de zéros : elle ne peut stater qu'en zéro. Le nomb@- E(8) a dans ce cas un

développement dyadique fini, éest un nombre dyadique. La réciproque a été viéanl .

. . . L ~ 1 . .
9. Si (u,) converge vers une limite strictement négativea cel peut étre que vefsi. Il existe un entier

1 1 < . 1 R .
n, tel quen=n, :‘—E—un SZ' c'est-a-dire que quel que saien,, u, < —Z<O. D’aprés la question

précédentea, # a,,, pour tout entiem=n, .
Nécessairement, les termes de s(ap,é: prennent alternativement les valeurs O puis 1rérmHun certain

rang.

Ou biena,, =1; a,,,, = 0a partir d'un certain rang, ou bieg, =0; a,,,, = alpartir d'un certain rang

D’aprés la partieC, I'un des nombreﬁ—% ou H—% est un nombre dyadique. La réciproque a été vue en

XVI.2 et 3.

G. Julia, avril 2018 E’
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XVIII . On peut résumer les trois cag
(u,) est convergente si et seulement

le réel 3¢ est un nombre dyadique
Elle est méme stationnaire a partir d'u
certain rang.

Ci-contre, quelques exemples d
comportement d’une telle suite.

Ceci est destiné a rappeler, si besg
est, que l'on ne saurait tirer dg
conclusions trop  héatives  d'un
comportement apparent.

33 Terminé

seq{cos‘zn- m tj,n,(],lﬁ
J|_0.1224,'0.9’1’,0.8819,!‘.).5556,'0.582?,'0.7’07"1,'7".615'11,'1.,1.,1.,1.,1.,1.

ogilbertjulia2018

\
n 1
cos|2 cmf—

seq

21,0,12
{-0.0409,-0.9967,0.9866,0.9469,0.7934,0.2588,0.866,0.5,0.5,0.5,0.5,-0.5,-0.5 |

2
seq|cos| 2"' ot — ,n,0,12]
3

{’0.9967,0. 9866,0.9469,0.7934,0.2588,-0.866,0.5,70.5,70.5,70. 5,’0.5,’0.5,’0.5}

seq cos[2n- m t_’,n,(),lﬁ
{0.1224,'0.97,0.8819,0.5556,'0.5827,'0.7071,'7.615'11,'1.,1.,1.,1.,1.,1. '[

ogilbertjulia2018

" 1
seq|cos| 2”' ot — ,n,0,12’

{-0.0409,-0.9967,0.9866,0.9469,0.7934,0.2588,0.866,0.5,0.5,70.5,-0.5,-0.5,-0.5 }

n 2
seqcos|2 T i —

,n,0,12]

{-0.9967,0.9866,0.9469,0.7934,0. 2588,-0.866,0.5,0.5,0.5,0.5,0.5,-0.5,-0.5 }

seqlcos(2n- m {f+1077]],n,0,12_'
{0. 1224,-0.97,0.8819,0.5556,-0.3827,-0.7071,-2.011¢°5,71.,1.,1.,1.,1.,1. }

seq cos(2n- T [Hl()i?)],n,O,EZJ
‘115’5,’1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,1.,0.9999,0.9998,0.9992,0.9966,0.9865,0.9462,0.7907,0.2504}

G. Julia, avril 2018




