Ecrit 2 CAPES Mathématiques

CAPES Maths 2017, épreuve 1, probleme 1 :
Le réseau Z?

Les épreuves du CAPES 2017 refletent assez bien orlentations actuelles de I'enseignement des
mathématiques en France. Leur contenu entérinehégémonie extravagante des themes numériques.

D’autre part, la mouture fagon mortadelle Cochora®s quatre probléemes témoigne de la transformateon
ce qui était naguere des mathématiques en enfongagportes ouvertes. Désormais, on démontre des
résultats qui paraissaient triviaux aux mathématis normalement constitués d’antan.

Les auteurs des sujets ne sont pas en cause,uddse problémes tiennent la route et, chacun prjza#,

ont un réel intérét ; il parait évident que le smsonnage des énonceés a été imposé « d’en haues a
auteurs. C’est I'ensemble des quatre problemest-@alire le choix des themes sur lesquels porte la
globalité des épreuves et leur morcellement en gxirestions ne laissant aucune place aux savoiss de
candidats qui me paraissent contestables.

Je ne suis pas habilité & apprécier les épreuvd®gion informatique mais, justement, I'existeram cette
option permettait d'espérer un retour salutaire ¥eles mathématiques pures et un peu plus de disoemt
dans le choix des sujets proposés aux candidat®omteon mathématique. Espoir décu.

Voici quelques éléments de correction du problenue I'épreuve 1, seul probléeme parmi les quatre ou
plane un ectoplasme de géomeétrie.

Ce probléme 1 porte sur 'ensemBle des éléments d&¢ dont les coordonnées sont des entiers relatifs.
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Partie A : Z-bases du réseau

Une famille de deux vecteurs Bé est une« Z-base » d&” si elle posseéde les trois propriétés suivantes :
« Cette famille est constituée de deux vecteurd%de
« |l s’agit d’une base dB?.
« Tout élément d&? a des coordonnées entiéres dans cette base.

La base canonique & fournit un exemple trivial de Z-base » d&?

L'objectif de cette partie est de caractériser dAgase a l'aide de sa matrice de passage depliaska
canonique.

a a
Soite' = (bj e, = [sz une famille de deux vecteurs B&

2
Il s’agit d’'une base dB? constituée de deux vecteursZfesi et seulement si :

Q Q . : e 1 _ _
e de b b #0 (ce qui exprime qu'il s'agit d’une base Bé). Cette matrice, A=

ulia2017
1 2

a azj

b, b,
est alors la matrice de passage depuis la baseigaeorers la bas(el'; e, )

« (a, a,, b, b,) appartient Z* (ce qui exprime quée,'; e,")0Z% xZ?)

Il s’agira d’'une Z-base si et seulement si, de ploist élément d&? a des coordonnées entiéres dans cette
base.

Or, si X = xe, + ye, = Xe '+ y'e, ', C'est-a-dire sK a pour coordonné{s;j dans la base canonique@}]

X X . X 4 (X
dans la basée,"; e,") : = Ax etinversement|:” |=  A?x
y Yy y) o y
« Si(e'; e,) estuneZ-base, alors tout vecteur Zé a des coordonnées entiéres dans cette base. C'est

le cas pour les vecteurs de la base canonique.dteceA™, matrice de passage depuis la base
. : : . : 1
(e"; e,") vers la base canonique, est une matrice de norebtess. Son determlna%{—A est un
el

nombre entier. Le nombre entidetA ayant pour inverse un nombre entier, il s'agitndentier
inversible pour la multiplication dar¥. Les seuls entiers inversibles pour la multiplmatsont les
entiers 1 et-1. En conséquenceletA=+1 ou detA=-1(questionll.2)

«  Réciprogquement, supposons ddetA) = +1. En dimension 2, les formules d’'inversion d’'unetnica

-1
a b, -a b, -a

sont : At=[™ zj =L 2| . Si (detA)=1 alors A*=| 2 2| et si
b, b, detAl-b, & -b a

-b, a L - .
(detA)=-1 alors A™* =( 2 7 J Dans les deux ca®y™ est une matrice a coefficients entiers

b, -a

relatifs. Tout vecteurX = xe +ye, de Z> a pour coordonnées dans la bdsg; e,

( j: A™ X( j , deux entiers relatifs car cocktails (« cocktai snélange d’opérations licites, ici
y y

somme, différence, produit) d’entiers relatifs.tlzme(el'; ez‘) est uneZ-base (question.3)
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3
by

les deux propriétés suivantgsesont vérifiées (questioih4):

(a,, a,, by, b,) appartient &*

. de{all azjztl
b, b,

La questiorill recherche comment choisir quatre enti(arls a,, b, bz) pour construire ung-base.

a
En conclusion, une famille,' = ( j ;6 = (sz de deux vecteurs d@? est uneZ-base si et seulement si

2

La relation :detA=a,; b, —ba, = = 1n’est autre qu’'une relation de Bézout. Les entmrst b; sont
nécessairement des entiers prerrliﬁarentre eux (questiohl.1).

Réciproquement, si; etb; sont des entiers premiers entre eux, alors itexies entiers etv qui vérifient
, . : a v a
la relation de Bézouta, u—-byv = .lLa famillee' = [bj ;6 = ( J est uneZ-base dong,' = [bj est
u

premier vecteur (questidi.2).

7
Par exemple, sg' :(1OJ' on peut ou bien résoudre I'équati@mi—10v = qlii a pour solutions ::

u=3+10k . , , . . . u=-3+10k
ou bien résoudre I'équationu —10v = — dui a pour solutions ;. :
V= 2 + 7k gilbertjulia2017 V= _2 + 7k

( k désignant un entier relatif arbitraire)

_ 7 2+ 7k 7 -2+7K L . .
Les familles :g' = 16, = oue'= S (k designant un entier relatif
10 3+10k 10 -3+10k

7
arbitraire) sont deZ-bases dong,' = (10) est premier vecteur.
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Partie B : Applications linéaires laissant le réseau globalement invariant

Cette partie a pour objectif d’étudier les applmas linéairesf qui laissent le résead® globalement
invariant.

Ce réseau contenant au moins deux vecteurs indépen¢he serait-ce que ceux de la base canonique),
seules des applications linéaires inversibles &onéme de laisser le résezfuglobalement invariantdetA
est un entier non nul.

NB. Cette derniére remarque a son importance :laléss qu'on considére I'ensemble des applications
linéaires laissanZ? globalement invariant muni de loi de compositiars dpplications, cet ensemble est
désormais un groupe pour cette loi.

De facon plus générale, dans le plan vectorielnsipartie E contient au moins deux vecteurs irnuldgeas,
I'ensemble des applications linéaires qui laisgegiobalement invariant est un groupe pour laelgidans
le plan affine, si une partie E contient au monagstpoints non alignés, I'ensemble des applicatiaffines
qui laissent E globalement invariant est un groupér la loie .

Il a va autrement du « groupe des isométries »edjpartie E du plan car une isométrie est d’emblée u
application inversible. Par exemple, on parle diraupe des isométries » d’'une paire de points ajolis
n'y a pas de groupe degpplicationsaffines qui laissent globalement invariante cptige de points (on est
éventuellement obligé d'imposer un groupdraasformationsaffines).

Cette digression étant faite ...

Soit f un isomorphisme dB? qui laisse le réseat” globalement invariant. On se propose de caraetéris
I'égalité f(ZZ)zz2 en étudiant une double inclusion.

1. L'inclusion f(z2)0z?

a
Les imagede,'; e,') parf des vecteurs de la base canonique appartienneésealz’. Si Az(ai Zj

b, b,
est la matrice dé dans la base canonique, ses colonnes sont celiesodedonnées de,'; e,’) : alors
(a,, a,, b, b,) appartient &*.

gjulia

Réciproguement, s(ai, a,, b, bz) appartient &Z*, alors tout élément d&’ a pour image parun élément
dez? car les coordonnées de son image dans la baseigaesont des cocktails d’entiers relatifs.

Par conséquent (a,, a,, by, b,)0Z* = f(z?)022

2. Linclusion f(z2)0z?
On note que f (z2)022 = 220 1 *(z2) en composant paf ™* dans rinclusionf (z2) 0 z2

D'aprés Péquivalence obtenue ci-dessa, 0  *(z2) si et seulement si la matrice de® est une matrice
a coefficients entiers.

Si f(ZZ)zzz, la double inclusion est vérifiée. Les deux matsik et A sont des matrices a coefficients
entiers. Leurs déterminants sont des entiers felatia reIation(detA'l)x(detA)=1 impliqgue quedetA et
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detA™sont deux entiers inversibles (inverses I'un dett@) pour la multiplication dar : Par conséquent,
detAD{-1; +1}.

Réciproguement, s(ial, a,, b, bz) appartient Z* et si en outradetA=+ 1 alors la matrice dd * est elle
f(z?)nz2

oz €

julia 2017

aussi a coefficients entiers (voir formules d’irsien déja évoquéesg' {

il y a invariance globale du réseat

Les applications linéaires qui laissent le résBaglobalement invariant sont celles qui ont danbdae
canonique une matrice a coefficients entiers etéderminantt 1, c'est-a-dire celles qui transforment la base
canonique en ung-base.

Leur ensemble forme un sous-groupe du groupe demiphismes vectoriels d@.

Partie C : Isométries laissant le réseau globalement invariant

. " . . cost -—sint . . . .
Les isométries vectorielles ont une matrice soiad‘erme( it < J(rotatlons vectorielles ou identité,
sint co
p . . cost sint . . 3 .
de déterminant +1) soit de la forme. ) < (symétries vectorielles de déterminant -1).
sint —co

Une telle isométrie laisse le réseatiglobalement invariant si et seulement sa matriteesefficients
entiers.

Ainsi, ou biencost =+1; sint = Oou biencost =0;sint=+ 1

L’'inventaire des isométries convenables en découle

10 0 0 -1
En ce qui concerne les isométries positiv%(s): J identité ; [0 j rotation d'angler; [1 j

0

0 1
rotation d’angleg ; ( OJ rotation d’angle—g

_OJ d'axe Alg,) ; (_01 (;J d'axe Ae, ); ((1) ;j

. . . 1
En ce qui concerne les symétries vectorlelle(s0 :

d'axe Ale, +e,); [_01 _Olj d'axe Alg, - e,)

On reconnait la les huit isométries du groupe slesiétries d’'un carré.
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Quant aux isométries affines laissafitglobalement invariant :
Sif est une telle isométri®'= f (0)0Z2. Le vecteurOO' est & coordonnées entiéres.
La translationto—O qui envoieO sur O'= f(O) envoie chaque poitl de Z* sur le pointM’ de Z? tel que

MM'=00. Inversement, tout poir¥l de Z> est image du point; de Z* tel que MM, =-00'. Cette
translation laiss&? globalement invariant.

tos© f= (to—o )_1 o f en tant que composée d'isométries laisZimflobalement invariant est une isométrie
qui laisseZ? globalement invariant. De plug: . o f(0)=t _.(0)=0 ; elle fixe le pointO, c'est un

élément de5,. L'applicationf est ainsi composée d’'une isométrieGieet d'une translation dont le vecteur
est a coordonnées entiéres. Réciproguement, tompasée de ce type laisse le réseau invariant ymiisq
c’est le cas de chaque application composante.

Soit O' (a, b) les coordonnées de I'image fiatu pointO.

Un inventaire des huit isométries du résggauvoyantO surQ’, non demandé par I'énoncé, en découle :

. . ab . . .
La translatlonto—O et la symétrie centrale de ceng%? Ej s’obtiennent immédiatement.

, . _ . . Via a-b a+b .
En déterminant leur point invariant, la rotatlorangIeE de centregJuIia I(—, > j et la rotation

2

d’angle _E de centre\](a—zb a_zbj complétent I'ensemble des déplacements.

En ce qui concerne les 4 antidéplacements, ilsdgfirtis analytiquement par :
X'=a+x X=a-—-x X=a+y X=a-y
ou ou ou :
y=b-y y=b+y y'=b+x y=b-x

Il s’agit de symétries-translations (composées capumment d'une réflexion et d'une translation
parallelement a I'axe de réflexion) dont on trolavéranslation en considérant le vecteur moiti€elei de
la translationf o f .

. o X'=2a+x [X'=X X'=a+b+x [x'=a-b+x
Respectivementf o f est définie par : ; ; ;

y'=y y'=2b+y’ |y'=b+a+y’|y'=b-a+y’
L'axe de réflexion est celui dé* o f . On obtient respectivement :
1. La composée, dans l'ordre que I'on veut, de ladiaion de vecteuaa et de la réflexion d'axe

i . _b
Al . d’équationy = >

2. La composée, dans l'ordre que I'on veut, de ladiettion de vecteubeﬁ2 et de la réflexion d’'axe

A2 d’équationx = a
9 2
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. : atbf—~ —
3. La composeée, dans l'ordre que I'on veut, de lasietion de vectew?(e1 +e2) et de la

réflexion d’axeA3 . d’équationy = x —g +g

4. La composée, dans l'ordre que l'on veut, de ladlation de vecteufal%b(a—e_;) et de la

réflexion d’axeA4 . d’équationy =—x+ % + g

Partie D et E : Pavage et frise
Grosso modo ...

Les éléments de d&ont les huit isométries qui laissent globalenieveriant le carré de centf@ considéré
dans la partie D. Il suffit de composer I'une caukre de ces isométries par une translation enva@yaur
un autre point du réseau pour paver le plan.

Dés lors que 'on grise comme dans I'énoncé quaée huit triangles rectangles isocéles qui fornuer
partition de ce carré, on en détruit la symétrieul&s les quatre isométries positives laissentadgmbent
invariant le carré grisé.

En considérant la frise, seules figurent dans sonpe d’invariance les translations et les symgtrentrales
qui envoientO sur un point entier de la droize(o, el).

. . — . a) .
Conservent la frise les translations de vecteags et les symetries centrales de cerEmeEj ouaest un

entier relatif.
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