Préparation a I'écrit CAPES Mathématiques

Capes 2016, épreuve 2, probleme 2
ou « QPUC en ligne »

En 2013, javais mis sur mon site un probléme irsgu jeu « Question pour un Champion en ligneujgts
gue le lecteur, s'il le souhaite, pourra retrouvar cherchant un peu. Je reproduis ci-dessousrdhtction
de ce probleme :

« QPUC « en ligne » se déroule ainsi :

Six internautes disputent une premiére manche«dfigpoints gagnants ». Les quatre premiers sontifigea
pour une deuxiéeme manche dite « 4 a la suite sisdué de cette deuxiéeme manche, deux finalistes so
retenus pour s’affronter dans une troisieme manchace a face ».

Les deux finalistes du « Face a face » doiveramépe & un méme questionnaire, chacun ayant la @adur
de role pendant quelques secondes. Ce questionmairéiré au hasard parmi une liste de questioresir
préétablie et en nombre relativement limitée. Auskarrive aux internautes assidus de retrouver @urs
d’'une finale un questionnaire auquel ils ont déaondu.

C’est pourquoi des petits malins prennent soin chaver a l'issue de chacun de leurs « Face a fates»
guestionnaires auxquels ils se mesurent. Lorsgeepetits malins ont la chance de retrouver uneesdgja
connue, ils désintégrent leur adversaire en tragms de cuillers a pot puisqu’ils connaissent diza@toutes
les réponses. Il est alors frustrant pour I'adware malchanceux de voir la réponse inscrite pan sival
alors que la question n'est méme pas entieremeséeda moins qu'il ne soit lui-méme un petit malin
chanceux, auquel cas c’est le premier a reconnagtiguiz qui gagne ...) ».

Le sujet
(Non reproduit ici). Voir par exemple le site dmjulu CAPES http://capes-math.org/ ...

On reconnaitra que la situation étudiée dans lebgme « épreuve 2, probleme 2 » du CAPES 201@est |
méme que celle décrite ci-dessus. Les « boulesheans représentent les questionnaires déja corhus
archivés. Les « boules rouges » représentent legeaux questionnaires encore non archivés. Lorsyteu
questionnaire est tiré, il est & son tour archilee« boule rouge » devient blanche).

Il N’y a aucun inconvénient dans le probleme CARBS$6 a supposer que=0;r = N (c'est-a-dire qu'au
début de I'expérience, toutes les boules sont r@ug@ertaines formules y gagnent en limpidité.

Cet intéressant sujet du CAPES 2016 va nettemeast Ipln que mon probléme de 2013 et obtient des
résultats incontestablement plus gratifiants.
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Eléments de correction
Partie A : Un cas particulier
I. et Il. Deux expériences aléatoires

Les modélisations (non reproduites ici) a I'aidarbres pondérés aménent aux résultats suivants :

Valeurs deX | 1 2 3 4 Valeursd¥ | 0 1 2 3

Probabilte | 2=20 | 9_45 1 24 ) 6 1 ponaniie | 5 | 27 | 54 | 6
5 12t 25 12t 128 | 12¢ 128 | 128 | 128 | 12t

On obtient : E(X)g}uIia2016 = i:;f: 1894 10? prés pour la premiére expérience aléatoir&(¥t) =%%= 1l46a

107 prés pour la deuxiéme.

Dans chaque cas, l'espérance peut étre intergzébdme la limite de la moyenne des résultats auscder
séries deN expériences, quand le nomitel’expériences augmente indéfiniment.

@2016a(2,3 21 cp2016a 119
Define cp2016a(p,r)=
1 Prgm
T o Local.\l
. . L, . ermine 1=y
Ce programme simule la deuxieme expérience. | P While randie(L 1)<
. P . L4 .
variablesb et r désignent les nombres de boulg ?<""°"* (IDJ;\ilT):lﬁulia2016
blanches et rouges respectivement. 2 |f-1ar
Terminé ;;;ﬁile
La variable x represente le nombre de tirage ,.);sqz3) g
effectués pour obtenir une premiére boule blanchg .
Terminé I|
@2016b(2,3,3 2+ cp2016b 1212
Define cp2016b(b,r,n)=
i . L. 1 Prgm
Ce programme simule la deuxieme expérience. | . Wfrocat wyer
. L, . Terminé Blo-y
variablesb et r désignent les nombres de boulé sl
blanches et rouges respectivement. La variable #2076233 Sulleriiludaté
désigne le nombre de tirages. Ici, on simule ¢ 0 Bleandimt(1,5+) e
séries de trois tirages. Terminé Y|mcos o)
_ ) 20166(23,3 Lice
La variabley représente le nombre de boules roug 5 JfEner
obtenues. Disp
Terminé .
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2+ ep2016b 1212 |

@2016]7(2533 10 Define cp2016b(b,r,n): L
Prgm

3 Local ny,ek

0y

r—u

©gilbertjulia2016

For k,1,n

Ici on simule au lieu de séries de trois tirages ¢ -
;. . - ~ t(1,64r) -

séries de 10 tirages. Il est évidemment plus fréqu 2 oo Then

d’obtenir «Y =3 » Terminé ;fff;l:o)ﬂ

| EndIf
@20161}(2,3, 10 EndFor
Zi Disp y
EndPrgm

Terminé

p2016b(2,3,10¢

Terminé

Partie B : généralisation, premiere expérience aléatoire

I. 1. Le nombre de tirages effectués avant de tirer undebblanche est nécessairement inférieur ou égal a
(r +1). Les valeurs prises prsont les(r +1) valeurs de I'ensemblf1, 2,...,r +1} .

2. Pourlsksr : (X=k)=A n..n A nA .
Se distingue des autres et fait exception un événenfX =r +1)=A n..n A

3.1. B étant un évenement de probabilité non nulle, lebgdité conditionnelle d&A sachantB est le

quotient P, (A) :%

32.  Pour tout j tel que j<i-1, (B,n..nB;)O(B,n..nB,) . Par conséquent:
P(B,n...nB;)2(B,n...n B,).

Si P(Bln N Bi_1)>0, alors a fortiori pour toute intersectiorB, n...n B; d'un plus petit nombre
d’événementsP(Blm...n Bj)>0 ce qui justifie I'existence de probabilités conalithelles selon ces
évenements.

Notamment :P(Bl n..nB_jn B')g,-uuazm = P(B1 N...n Bl_l)x PBln__na_l(Bi) puis :

P(B,n..n B, nB4)=P(B,n..nB_)x Pslm...ma,z(a—l)-

P(B,n..nB_,)=...

P(Bl nB,n Ba)= P(Bl n Bz)x Ps.n8, (Ba)
P(Bl n Bz)= P(Bl)x PBL(BZ)

On obtient par multiplication puis simplificatiorsltermes deux fois apparus :
PB,n..nB_nB)= B)x R

Juinzots DBin0 BH( Bin..n 3,2(Bi—1)x X PBL(Bz)x P(Bl)

4.1.Si I'urne contient boules rouges, I'évenemen®y n A, n...n A est un événement de probabilité non
nulle, ce qui justifie I'existence de probabili@nditionnelles concernant des intersections dé\ces
Selon le protocole établi, pour tout entjetel quel< j<r: PM_HOAJ_ (Ajﬂ):% puisqu’on sait quej

boules rouges ont déja été remplacées.
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On obtient :P(X =1)= P(E)zl—ﬁ puis :

o =21l 0 ) plA)< P, () PlaI - Py (1) (112

De facon plus générale, pour l<ksr

P(X = k): P( n..n AN E) = P(Ai)x PAl(Az)x XPyoaa. 2('Ak )x(l— Pﬁm...n&_l(pk))'

gilbertjulia2016

Ce qui donne P(X =k) :Lxr_lx,__xr_k“le[l_ﬂj_
gjulia2016 N N N N
j=k-1 =k
-9 -1
Soit aussi :P(X =k)= ]:(;\I"‘l - ’:ONk , expressions équivalentes aux expressions avéarifdes

données dans I'énoncé.

On note au passage que si on pose Palk<r : p, = on obtient :P(X = k)= Pea — P«

(r—Ir<!)!N"

Quant a I'événement exceptionnel :

P(X=r+1)=P(A n..n A, n A)=P(A)xP (Az) XPyo al(A)

. r -1 1_r!
Soit: P(X =r +1 NASN =—x X, X—=
( J=P(An .0 A nA)=C NN
n n n
S. 1'Zk(pk—l_ pk):zkpk—l_zkpk -
k=1 k=1 k=1
En changeant dans la premiéere somme [lindexationpa j=k-1 , on obtient

n n-1 n

> K(pes = p)=2 (i +1)p, kak Soit : Zk(pkl P)= (Z P,+ZJPJ > kp, . On reconnait
k=1 j=0 k=1

deux sommes identiques a un index pres, l'indequi figure dans la derniere somme et non dans la

n n-1
deuxieme. Il reste > k(p; = P )=Y. p; — NP,
-

k=1

k=r+1
5.2. L’'espérance mathématique Heest : E(X)= > kP(X =k) qu’on peut exprimer avec les notations des
k=1
k=r
questions précédentes paE(X)=> k(p - p)+ (r +1)p, .

X
H

k=r

Compte tenu d&.1: E(X gju“am [Zka— rp +(r+p, =Y py

k=0 k=0
. ry k! . .
Or on a poseé p, = INk i ce qui acheve la preuve.
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Il est possible de contréler la concordance d

) . 3l 6
résultats obtenus dans le cas particulier avec cf 5 =
issus de I'étude du cas général. 2

3 &

E (e pli)+ 28 125
125

k=1

ogilbertjulia201d

Seconde expérience aléatoire

II. 1.1. Il estimpossible d’obtenir plus de boules rouges de boules tirées.
1.2.1l est d’autre part impossible de tirer plus delbsuouges qu'il n'y en a initialement dans 'urne.

(N-r)

1.3. P(Yn = O) :T .

2. La probabilité conditionnelle dont il est questismin sens du moment quen-1 et quei <r. Dans le
cas contraire, 'événement_, =i a une probabilité nulle. Cette réserve étane fait

70 ik=i+1
N

=i -r+i : : R : .
PYn_lzi(Yn =k): 1- er _N I\: Usi k=i puisqu’aun-eme tirage, on peut ou non obtenir une boule

0 sinon

rouge de plus qu’on en a déja.

Pourl<k<n, I'évenementy, =k est une reunion de deux évenements disjoints :
(Y = k)= (% =k) 0 (%, =K)) O (%, =k =) n (¥, =k))

Cependant, I'un des deux ou les deux événemergaeastion peuvent étre impossibles.
Par exemple(Y, =n)=((Y,., =n-1)n (Y, =n)) car (Y, , =n) est impossible

Sous réserve d'existenck€n— elk<r) des probabilités conditionnelles dont on parle :
P(Yn = k) = ID(Yn—l = k) X I:’Yn,l:k (Yn = k) + I:J(Yn—l =k _1)x I:’Y,H:k—l(Yn = k)

PY, =)= PfY, , =k)x S By k=g T

P(Yn = k) = |:>(Yn_1 = k)xN_TrJ’k + |:>(Yn_1 —k —1)>< r —IN< +1

Ces formules s’étendent aux cas ou cet usagerdbalplités conditionnelles utilisées pour les Btabest
plus |égitime parce que les probabilités correspates sont nulles.

Par exemple : PY, =n)= R{Y,, =n-1)x "1~

MY, =n)=0

est compatible avec la formule générale -car
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n

4 N-r+Kk < -k+1
3. E(Y,) =Y kPAY, =k)=_ SkP(Y,, = k)xTr + 3 KAY,, =k -1)x

k=1 k=1 =1 N

r-k+1_3,. .)xr—j

n
D'une part )" kP(Y,, =k —1)x en posantj =k -1
k=1

o N r-k+1_& _yur—k . . .
Soit > kA(Y,_, =k —1)x =Y (k+1) Y, =k)x S avecla notatiok au lieu dg.
)

d N-r+k_& N-r+Kk PR .
D'autre part :> kP(Y, , = k)xT =Y kP(Y,, = k)xT, car le terme ajouté (d'index zéro)
k=1 k=0

est nul et le terme enlevé (d'indekaussi .

£(1)= 2P, =)x M S )t =)L

E(Y)an_lP(Yn_lzk)x ( —I’+k) (k+1)( )

E(Yn):nz_}‘ F:’(Yn_l = k)xw

k=0 N

Finalement :E(Y,) =ﬁ(ni P(Y,, = k)J + NN_l(nf kP(Y, , = k)J =ﬁ fNoley )

k=0 N

4.1.La variable aléatoir¥; prend les valeurs 0 et 1 avec les probabi|+|§é’\§|—r et ﬁ respectivement. De ce

fait : E(Yl)zﬁ = (1—NT_1J. La formule proposée est exacte au rang 1. (& téja au rang zéro si on

se rappelle qu¥, est conventionnellement la variable nulle).
Supposons-la exacte au rang 1.

Alors - E(Yn)=ﬁ+ NN—l(r _r(NT_lJn—lJ: r+ rg\lN -1) NN—l( NI\I—lJ“-lzr[l—(NT_ljnJ

Elle est encore exacte au randlle est donc exacte pour tout entier natorel

[oN

Il est possible de contrbéler la concordance
résultats obtenus dans le cas particulier avec
issus de I'étude du cas général.

>l 125
125

k=1

()

cgilbertjulia2016

ey

3
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n
La suiten— (Nle est une suite géomeétrique de raison plus petielgelle converge vers zéro.

Donc lim EY,)=r

n- +oo

N

4zr—dnﬁw( N

n n
N_lj . On obtient :r - E(Yn)zr(N—_lj <711 = Inr +n(In(N -1)-InN)<-2In2

La condition :n >M assure que — E(Yn)<1.
INN - In(N -1) 4
- . . - 2In2+Inr
On peut choisir poum, le premier entier supérieur au nom :
InN -In(N -1)

Par exemple, poun=2;r = ,3n1,=12. Pour b=20;r = 3Q n, =237

[lI.1. k étant un entier strictement positif donig,prend les valeurs 0, 1, .k, Les événememé(k :i),
pour 0<i <k, deux a deux disjoints et de réunion certainenémt un systeme complet d’événements.

A= Ules 0 (4 =1) et: PUAL) =2 P(A 0 (% =1)

i=0...k

Tant quei <t : P(A., n (Y, =i))=R, (A(+l)=rT_i MY, =i) etlorsquei >r P(Y, =i)=0
k k i

Quek <t ou non, il est donc légitime d'écrireP(A,,)=> P(A., n (Y, =i))= Z% Py, =i)
i=0 i=0

k k

ZP(Yk=i)— ZiP(Yk=i) =

r 1
- il By, )=
N4 N4 \2

I1.2. On obtient ainsi P(A,,)=

-4

IV.1. Si on considére la variable aléatoité(Y,-1) , elle est image deY, par la fonction
x> f(x)=x(x-1).

zZ|=

r.1
N N

gjulia2016

D'aprés le théoréme du transferefy, (Y, - 1)) = Zn: f(KP(Y, =k)= zn: k(k —1)P(Y, =k) (les termes de rangs
k=0 =2
0 et 1 ont une contribution nulle)

n

> k(=D P(Y, =K)= 3Kk =P (1, =k E o Sk -2) Py, =k -1 K

k=2 k=2 k=2
, & ) f-k+1 oo T -
Dune part : > k(k -1) (Y, =k —1)x =>((i+2) j AY,, = j)x S enposang =k 1
k=2 goote 171

-1 _
Cette somme s’écrinZ((k +1)k FY,, =K)x . K avec la notatiok.

k=1

_ 1 _
D'autre part : Zn: k(k -2)P(Y,, =k)x N I\rl L nz k(k —2)P(Y, , =k)x N=T+K  car le terme ajouté
k=2 k=1

(d'index 1) est nul et le terme enlevé (d'indgxaussi .
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e, ~9)= 3, ke Pl =k M S er el =1

E(vn(vn—l))=§ oy, =k)x Kk =2N —r+kN)+(k+1)( )

Or(k-1)(N-r+k)+(k+1)(r -k)=2r =N +k(N -2)=(k-1)(N -2)+2r - 2. La formule de sommation
obtenue est équivalente a celle de I'énoncé.

Ainsi :

e, ~2) =25 - 9ptr, =1+ 28 ety == N2 el -9+ 2 et

N

On en déduit la formule de récurrence de I enomué,expressmn déja obtenue (E(Yn_l)

IV.3. Au rang 1, E(Y,(Y, ~1)) =0 conformément a la formule qui se trouve de ceifdiilalisée. (Elle I'est

déja au rang zéro, compte tenu de la conventicariable aléatoire nulle »).

Supposons la formule exacte au rangl. C'est-a-dire, supposons :

B, (Y, -1)=r(r —1)[1+( NI\I ZJH - Z(NT_ljn_lJ . Alors :

e A )
By (Y, -1)=r(r —1)[( NN— 2, ( NN— zjn . 2(NN— 2)( NN— 1}“} +%[1— (NT_lleJ
soit : E(Y, (Y, -1)=r(r —1)[1+(N,\_|2jn - Z(NN_l)(Nl\Iljn_lJ =r(r _1){1+(N’\—|2jn _Z(NT_ljnJ .

0j2016

La formule est encore exacte au rang suinant

Elle I'est donc pour tout entier naturel

IV.4. Daprés la formule de KoenigV(Y,)= EY,2)-(E(Y,)? . Ce qui donne aussipar linéarité de

lespérance V(Y,)= E(Y,(Y, -1))+ EY,) - (E(Y,))

V(Y,)=r(r —1)(1+(NN_ZJH _2( Nw_ljn} r(l_(NT_lJnj_r{l_(NT_lﬁ
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V.1. Dans I'expression de la variance, les suites gé&umés de raisons respectivé\ls_—1 et N’\—IZ,

raisons toutes deux positives et plus petites qaerivergent vers zéro. Dorlim V(Yn) =0

n- +o0

v(v.)

o La suite a
a

V.2. D'aprés l'inégalité de Bienaymé Tchebychev, pourt tgéel o : PQYn - E(Ynlza)s

termes positifs(PQYn - E(Yn)|2a))nDN est majorée par une suite de limite nulle. Elleveoge elle-méme

vers zéro.

V.3. Puisque l'urne contient boules rouges, quelle que soit la valeurgddes valeurs prises pa¥,

appartiennent & I’ensemb{é), 1...,r} (ce sont toutes ces valeurs &ir ).

Ainsi quel que soit I'entien, 0<Y, <r et0< E(Y,)<r .

Par conséquentY, —r|=r -, et|r - E(¥,) =r - E(Y,)

L'évenement 4Y, —r|-|r - E(Y,) = a » est le méme que 'événemen&ly,)-Y, 2a », événement inclus
dans «| E(Yn) —Yn| = qa ». Puisque d’'aprég.2. la probabilité de ce dernier événement tend vers géandh

tend vers l'infini, il en est de méme de la proltigbie «[Y, —r|-|r - E(Y, ] za ».

V.4.0n a vu que les valeurs prises [faappartiennent a I’ensemb{é),l...,r} .

Pour tout entien=nj : E(Yn)zr—%.

Pour de tels entiers, de deux choses I'une, ou Yjenr et dans ce ca -Y,)-(r - E(Yn))s%, ou bien

Y,<r-letdanscecaf -Y,)-(r - E(Yn))zg
Si on choisita:% . linégalité (r -Y,) - (r - E(Yn))zé a lieu si et seulement ¥, prend une valeur de
{01...r -1 (c'est-a-dire une valeur différenteje

De ce fait :P(E(Yn)—Yn)zéz PY, 1)

5. On peut conclure quem P(Yn # r):O. En augmentant indéfiniment la valeurrgél devient presque sir

n- o

que a chaque expérience toutes les boules rougeexeaites de I'urne.
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Illustration a l'aide d’une simulation

Le programmep2016ba été modifié de fagon &
simuler une série deexpériences identiques a |
deuxieme expérience aléatoire.

Ci-contre, on a choidd=20;r =30; n=100.
L'urne contient 30 boules rouges et 20 boul
blanches. La listec enregistre les résultats
portant sur 1000 expériences identiques.

On a calculé la moyenne des résultats et on

comparée avec I'espérance théorigue.

cp2016B(20,30,100,1000) Terminé
€
{27,27,27,24,25,26,23,23,26,25,27,24,26,25 26,27
sumle) 26.006
1000
‘ 100| 26.0214
30- 1—[2)
50
ogilbertjulia2016|

=0'cp2016b" enregistr. effectué

Define cp2016b(p,7n.e)=
Prgm
Local wy.ekijm
newListle) »c
Ogilbertuliaz016
Forj,le
0y
rou
Fork1m
randlnt(1,b+7) =
If m=u Then
max(y—1,0) su
1y
EndIf
EndFor

sef)]
EndFor
EndPrgm

Une représentation graphique de la liste
illustre assez bien ce gu'il se passe. On obtic
un nombre de boules rouges qui grosso mg
varie entre 20 et 30 ; il est rare d’obtenir les

boules rouges, mais parfois cela arrive.

‘HI\‘!LI " I‘

jrre e L
.HH\F [T TN AT

i
1§01 W o Im 1A Lpii
L) Iy plyighnjy

On a relancé le programme avec 250 (et
toujours 1000 expériences identiques).

Cet entier est choisi car il vérifie la conditio
nzn, =237

On constate que la moyenne des résultats
devenue plus voisine de 30. Sur cette simulati
I’écart avec 30 est 025.

2
.
-98.9 50 1099.9
-5
S ——"
cp2076b(20,30,100,1000) Termine [1]_CP20160 s
Define cp2016b(b,7.m2)=
¢ Prem
{ 27,27,27,24,25,26,22,23,26,25,27,24,26,25,26,27,26,27,24.2" | [{Local u e, kjm
A — newlList(e) ¢
St ©gilbertiulia2016
1000 Forj le
49100 ss0m4 | °72
20|14 _] i
| lso) Fork 1n
randint{1,547) —m
©gilbertjulia2016 If m<u Then
max(u-10)-u
cp2016b(20,30,250,1000) Terminé
1oy
sumle) 29.503 | [JEndll
—— EndFor
1000 il
491250 298079 | |[EndFor
30 1,(_ EndPrgm
|50
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téxtego

Le résultat 30 est devenu fréquent, les résult
inférieurs & 30 (en I'occurrence on observe 28

29) se sont raréfiés.

giulia2016

(num,c)

50

Maintenant,n =500. Sur cette simulation, on ne

remarque que trois essais au cours desquel
manque une seule boule rouge. Dans tous

autres cas, les 30 boules rouges ont été obtent

Si on augmentait encore la valeur de

I'évenement «Y, #30 » deviendrait rarissime

giulia2016

(num,c)

-98.9

50

1099.9
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