Préparation a I'écrit CAPES Mathématiques

Capes 2016, épreuve 2, probleme 1

On prend I'café au lait au lit avec des gateaudes croissants chauds ...

Histoire de café au lait illustrant assez bien teadances actuelles de I'enseignement des mathgraati
L'éléve fictif de la classe fictive qui tripote saableur fait-il vraiment des mathématiques ? Omtpe
s'interroger.

Le sujet

Probleme proposé a une classe de Premiére :

Aline et Bertrand commandent chacun un café etcanafe de lait. Aline ajoute immédiatement le tkihs
son café puis attend trois minutes que le mélaefyeidisse avant de le boire. Bertrand attend tmaisutes
gue le café refroidisse avant d'y ajouter le lait.

Qui d'Aline ou de Bertrand a bu le café au lait leplus chaud ?

Données :

* Chaque café est servi a la température de 48° C.

» Latempérature ambiantg, qui est aussi celle du lait, est de 22°C.

» Chaque tasse contient 15 cl de café et chacuruyeaoc! de lait.

e Lorsque l'on mélange un volum4 d'un premier liquide a températufe et un volumeV, d'un
VlTl +V2T2

vV, +V,

L'évolution, a partir d'un temps initiag) =0, de la température d'un liquide est modéliséel'gguation
différentielle : (E)  T'(t)=-004(T(t)-T,) ou T, désigne la température ambiante exprimée en degré
Celsius,T(t) la température du liquide exprimée en degré Cebsitiastant (exprimé en minutes) &(t)la
valeur a l'instant de la dérivée de la fonctioh

second liquide a températufg on obtient un liquide dont la température esteééga

Méthode d'Euler :

On part d'une condition initial&(0) = a , oU & est un nombre réel, et d'une relatibift) = F(T(t)) vérifiée
par une fonctiom dérivable sur [0a], oua est un réel strictement positif etune fonction définie suR. On
détermine une valeur approchéeTo(a) selon le procédé détaillé ci-dessous.

* On choisit un entien strictement positif.
» On détermine une subdivisidh=t, <t, <t, <...<t, =a partageant l'intervalle [&] enn intervalles

de méme longueur. On posg =a .
* On noteDg la droite passant par le poiAy de coordonnéeélO ; yo)et de coefficient directeur

F(yo). On noteA; le point d'abscissk de la droiteD,. L'ordonnéey; de ce point est prise comme
valeur approchée de(t, ).
«  On noteD, la droite passant par le poist de coordonnéef, ; y, ) et de coefficient directeuf (y, ).

On noteA; le point d'abscissg de la droiteD;. L'ordonnéey, de ce point est prise comme valeur
approchée da(t,).

» On itéere ce processus jusqya, qui est pris comme valeur approchéeTcﬂa).

Partie A : Mise en ceuvre de la méthode d’Euler

Soit n un entier strictement positif. On applique la noélls d'Euler a I'équation différentielle (E). Onenot

T.(3)la valeur approchée di(3)obtenue selon le procédé détaillé ci-dessus.
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Dans toute la suite, on no(t;, yk)les coordonnées du poiA construit a lak-ieme étape de la méthode
d'Euler (k0{0;1;...;n}).

I. Exprimer les réels,,... t, subdivisant le segment [0; 3] en n intervalles @& longueur.
Il. PourO<k<n-1, déterminer une équation de la drdade

[ll. En déduire quey,,; =Y, - 0,’12& + 264
n n

IV. Le professeur demande aux éleves de donne
valeurs approchées des températures du caf
Bertrand et du café au lait d'Aline au bout dest
minutes a l'aide de la méthode d'Euler. Voici
production d'un éléve ayant utilisé un tableur po
calculer la température du café de Bertrand :

A B

empérature ambiante | 22

~ (DN =

T
Température initiale 18
Il 20

Dt o= WD =

Temps Température café
0 18

17,844

2 I7T,6889306

3 17,534802384

l 17,3815935697

5 17,2293040083

17,0779281842

o}

1. Quelle formule I'éléve a-t-il pu saisir dans
cellule B7 pour obtenir ces résultats

en étirant la formule vers le bas et en utilisast
données contenues dans les

cellules B1, B2 et B3 ?

2. Comment I'éleve peut-il modifier sa producti
pour calculer une valeur approchée

de la température du café au lait d'Aline au baut d
trois minutes ?

e |
[am—y

Helie ]

=

— =
[

(@)

Partie B : résolution exacte
I. Soita un réel strictement positif. Déterminer la solatexacte du probleme de Cauchy :
{y‘(t) =-004(y(t) - 22)
y(0)=a
II. En appliquant le résultat de la question précé&dpotr deux valeurs bien choisies a@lerépondre a la

qguestion posée aux éleves. On donnera une valpuod®e décimale de la température en degré Celsius
des cafés au lait d'Aline et de Bertrand a 10-8.pré

Partie C : étude de la convergence de la méthode d'Euler

On étudie la convergence de la suifg(8),., quandn — o lorsque I'on prend la condition initiale= 48
I. Dans cette question,est fixé.

1. Donner deux réelaetb tels que pour touk D{O o R —]} , Vip =y, +b

2. Déterminer le réditel quel =al +b

3. En considérant la suity, ~1),(,. ;, €xprimer y, =T, (3)en fonction den.

kdo;n
II. CalculerlimT,(3) et comparer avec le résultat obtenu dans la partie
n- oo

IIl. Déterminer un équivalent d&(3) - T, (3) lorsquen tend vers ¢o.
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Eléments de correction

Partie A : Mise en ceuvre de la méthode d’Euler

I. PourO<ksn,t, =3—k , chaqgue intervalle de subdivision ayant pour I(mgu%.
n n
. , . 3k
Il. Une équation de la droiest: y~vy, =-004(y, - 22) x -

. vy, estle point d’abscissg(lzﬂ de cette droite :

3]

_ 3 =seq(3*kA=seqn(u(n

Yirr = Y = _0’04(yk - 22)x E 1.05] 46.9275

264 1.2 46.7779

. _ Yk ! 1.35 46.6292

Ce qui donne y,,, =y, - 012—= + — 1.5 46.4815

n gjulia2016 1.65| 46.3346

1.8] 46.1886

P z . 1.95| 46.0434

IV.1. L’éleve peut écrire en B7 : 21| 45.8002

- BG_ 012* BG/$B$3+ 2,64/$B$3 2.25| 45.7558

L . 2.4| 456132

Il peut aussi bien, si son tableur le permet, stoek 255 454716

variablen le contenu de la cellule B3 puis écrire en B7 : 27| 45.3307

_ _ * 2.85| 451807
- BG 0’12 BG/n + 2'64/n 3.| 450518 41.2097

2. Pour obtenir la température du café au lait d’Alihe £1] Il
suffit d’écrire 131/3 & la place de 48 en cellui B

E 5 ] E E
=seq(3*kA=seqn(uln
1.05| 42.7729

1.2| 42.6482

1.35| 42.5244

1.5 42.4012

V.2. On parvient a la conclusion que Aline et Bertrand 165 42.2788
boiront leur café a la méme température, 41,2°C. 18] 421571

1.95| 42.0362

3]

21 41.916
Il revient au méme de faire le _mélange au début des 3 2.25| 41.7965

) . ] ) gjulia2016 sal 416777
minutes ou a la fin des 3 minutes. 2.55 41,5505
2.7 41.4423
2.85| 41.3256

3] 41.2097

™
2.64
L =0=
nn

o012

c27 :520'(1
nn

Partie B : résolution exacte

l. La fonctiont — z(t) = y(t) - 22 est la solution de I'équation homoger) = —004z(t) qui prend en zéro
la valeura — 22 Donc : z{t) = (@ - 22)e™** et y(t) =22+ (a - 22)e

IIl. Avec a = 48, on obtient la fonction y(t) = 22+ 266 %" ety(3)= 4506 a 107 prés.
Aprés mélange avec le lait, on obtient un café au lait & la température4i®2°C (& 16 prés).

ulia2016
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131 , R . . f g . .
Avec a=%, ce qui correspond a la température d’un mélamgamédiat, on obtient la fonction :

y(t)= 22+%5e‘°'04t ety(3)= 4122 & 10° pres.

Dans les deux cas, la valeur exacte de la tempérdtucafé au lait au bout de 3 minutes2t G—;e‘m

Partie C : étude de la convergence de la méthode d'Euler

[. 1.Onavu quey,,, =Y, — 0;[2yk +@, a:l—% etb:ﬁ
n n n

n
2. Le réell estl =22.

3. La suite(y, )

n
raison1- 22 et de premier terme 26. y,=  T.(3)=22+ Zﬁ(l—o—ﬂj
n gjulia2016 n

kfo: n] €St UNe suite arithmético-géométriqué gt - 22)kE[0; o] €stune suite géomeétrique de

Il 1limT,(3)==22+ 262 =T(3) vu que de fagon généraléim[l—%j =g

n- o n- o

m. 7(3)-T1,03)= 26[e‘°12 —(1—0izjnj

n

Or: nln(l— %j = n(—oiz - 0’0272+ O(ljj =-012- 00072, o(lj
n n n n n n

(1— %Jn =g 2 x ex;{— 0007z, O(EJJ
T(3)-T,(3)= 2{6_012[1‘ exr{_ %07% O(QJD
TQ)-1,@),,.. = Zﬁ(e_m{%m+ 0(%m

T —|

Terminé
0.12\"
Define y{n)=22+26- [1- }

01872xe™%* 1
T(3) -Th (3) = 7 +0 E Define 1=22+26- & 0-12 Termine
t-(n) 25.0599-36 .(rrO.lZ)"
w20) 45.0516
Ci-contreT(3)- T, (20)= 0,0083 et b (R i)
O 187%_0’12 Define z(n):riy(n)*o'lm%

T(3)-T,(20) - ~0,00003

2(20) 0.000032

©gilbertulia2016|
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