Préparation a I'écrit CAPES Mathématiques

Capes 2016, épreuve 1, probléeéme 2

Voir ou revoir la méthode dite « des différencegs » pour la résolution d’équations différengsll Pour
ma part, il y a plusieurs décennies que je I'ayasdue de vue.
Je n'ai pas vérifié si cette méthode est abordéraruau niveau BTS. ( ?)

Partie A : Calcul d’'un déterminant, applications

I. Le calcul mOﬂtrequeD1=2;D2=3;D3=4- e EEEFE}Y}YGY
Define a= 2 71} Terminé
En développant le calcul du déterminady par 12
rapport aux termes de la premiére colonnégen | detla) 3
-1 0 e [2 -1 0] Terminé
QJefineb=| 1 5 4
obtient que :D, = 2def(A, )+ 1oz -l 012
.o =1L detlp) 4
0 -

En développant le deuxiéme déterminant par rapy
aux termes de sa premiére ligne

D, = 2del(A]_l) - det(ph—z) =2D,, ~ D,

* Laconjecture : « polkentier=1, D, =k +1 » est vérifiée aux rangs 1 et 2.

* Supposons que la formule conjecturée soit corraatedeux rangs —2 et n— 1. Alors, au rang
suivantn: D, ==2((n-1)+1)-((n-2)+1)=n+1. Elle est encore correcte au rang suivant
Cette formule est donc correcte pour tout emtier . 1

Quel que soit I'entien> e déterminant de la matriég est non nul, cette matrice est inversible.

I1.1. La matriceA, étant inversible, la relatioB = A,U est équivalente & la relatiah=(A,) " B..

U, 2u, — U,
u, —U +2u, —Ug
.. s . . n. — —_ —_
Or, le calcul matriciel établit que quel que ddiappartenant R" : A,| ... = weriazors | U2 2u; —u,
un - un—1 + 2un

2u; —u; =b
Ainsi,B= AU sietseulement sit-u_, +2u -u,, =b 0i0{2,...n-1
“Uyg +2un =bn

La relation générale-u;,_, +2u; —u;,; =b obtenue pouR<i<n- %étend aux index 1 etsi et seulement
si en outreu, =u,,, = O
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—U, +2u, —u,
-Uu, +2u, —Uu,
La matrice colonn

""" gilbertjulia2016

- un—2 + 2un—l + un
Uy + 20, +Upy

coincidant avecA,U si et seulement si, =u,,, =0, c’est a cette

condition, et & elle seule, que feeelations—u,_, + 2u, —u,,; =b pouri =1...,n déterminent le vecteur

U=A"B
RO -R
2. Soitf l'application : : -x)-
X f(x):w
« D'unepart:f(0)=f(n+1)=0 Define fon)- X012 Terminé
2
« Dautre part quel que soit le reet: |
2f(X)— f(X—l)— f(X+1)=1 fox,n) f(x l,n)dj(x 1,n) 1
ilbertjulia201
En posant pour tout entiérde{ 0,1, 2...,n,n+1} e
u =f():
U, 1
u, 1
. A] =
u, 1
« Enoutre,u,=u,,= 0
b, 1
b, 1
Avec | ... |=|...|, les hypothéses de la questibinl. sont satisfaites. question, I'élémedt de R"
b, 1
U 1
u; 1 . .
in+1-i) .
Al s | =] | = {ui =¥(D|D{l2,...,n—]})
u, 1
_ 2
3. La fonction f définie surR par: f(x):wz_%+ (n+1)xest une fonction polynéme du

deuxiéme degré er Le coefficient ded est négatif, cette fonction du deuxiéme degré admeR un

n+1
. . 2 n+1 .
maximum atteint poux = ———=< :T et ce maximum va

i

En particulier, quel que soit I'entiede {1, 2..,n} :u

=f(i)sM

n+1)°

8
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3. Soit] le plus grand indice tel queu; =min(uy,...,u,) . Supposons qu¢= .2

L’hypotheésej <n amenerait a b, =-u;, +2u; —u;,; etu,, —u; =(uj —uj_l)—bj . Or, (uj —uj_l)so vu

la proprieté minimale dey et a fortiori u;,; —u;, =(uj —uj_l)—bj <0 ce qui établirait ques;,, <u; et
contredirait la définition de I'indicen tant que « plus grand indice » tel qye= min(u,,...,u, . )

Si j = 2, alors nécessairemeft=n. Donc, j = 1ou j =n

Supposons que j = .1Puisqueb, =2u, —u, : u; =b, +(u, -u,)>b >0. En effet,u, —u, > 0(inégalité
stricte) sinon l'indice 1 ne serait pas  «le plus grand » indice tel qug =min(uy,....u, . )

Supposons que j =n. Puisqueb, =2u, -u,, : u,=h, +(u,, -u,)=b, 20. En effet, (u,, -u,)=0
(inégalite large) puisque, =min(u,,...,u, )

Dans un cas comme dans l'autmnin(u,,...,u,) = , tGutes les composantesldeont positives ou nulles.

n

Si B a toutes ses composantes positives ou nulles, tément deR": U = A B a lui aussi toutes ses
composantes positives ou nulles.

4.1. Pour touti O{1...,n} : [|2h et|b|=-b donca fortiori : (m_a#bjD -bh 20 et(m_a#bjD +h 20.
J J

1 1
14 n 1 1 _ L
Les deux élément de" : -B etaf] |+ B ont par construction toutes leurs composantegipesi
1 1
ou nulles.
1 1

1 1
D'aprés la question précédenty =A?| 5 ~ |-B| eeW=A"| B~ |+B|ont eux aussi toutes leurs

1 1
composantes positives ou nulles. Quel queists{1,2..,n} :v, >0;w > 0

4.2. Compte tenudes propriétés de linéarité en vigueur dahs

1 1 1
2B)A ...|=AT| Bl .. .B|+| B ...|+B||=V +W ot
1 1 1
1 1
U =2A"B=A"|B+f ... |I-|B=f.|||=W-V
1 1
D’aprés la questiohl .2 :
 Quelque soitde{1,2..,n} :v, +w =(2,8)|(n+—21_')=,8i(n+1—i)
2 2
+ mady +w)s ()0 < pl00

4.3. Puisque2U =W -V : quel que soitde{1,2..,n} :w -v, =2u,
Puisque tous leg sont positifs ou nuls w, —=v, =2u, <w, +v,
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Puisque quel que soit de {1,2..,n} :2u <w +v, , a fortiori quel que soiti de {12..,n}
2u, < max{w, +V,) . Puisque c’est vrai pour tous les indices 2max(u; ) = max(2u, ) < max(w; +v,)

gjulia2016

D’aprés4.2. max(w +V, )<,5’(n 41) _ Donc: max(u )< ,3(” ;1)

Partie B : Inégalité de Taylor Lagrange

I.1. Sif est de class€"surl avecn>1 sa fonction dérivée premiére est (au minimum)fonetion continue
sur tout segmer{a, b] inclus dang (ce qui justifie I'existence de l'intégrale flsur [a, b]) et de primitivef

surl (ce qui justifie la valeurf (b) - f(a) de I'intégrale dd sur [a, b]).

I.2. Soit [a b] un segment inclus dasSi f est de class€"surl avecnz 2, sa fonction dérivée seconde est
(au minimum) une fonction contlnue surl etf' en est une primitive sur cet intervalle.

u(t)= (1) ult)= (1)

)=b-t ;v({1)=—1

julia2016

Une intégration par parties pour calcqllé‘r b t)dt est envisageable ave({ (
Elle donne j t)b—t)dt =[ f'(t)b-t)]> + jbf '(t)dt = f(b)- f(a)- (b-a)f'(a) soit:

(o) = (a)+ (b-a)f'(@)+ [ ()bt}

|.3. La formule de Taylor avec reste intégral aux adrest 2 vient d'étre établie dans les deux questii
précédent, respectivement pour les fonctions dese et de class€”.

Supposons la formule de Taylor établie a un o(drel) ol n> 2pour toute fonctior de class&€™™.

2 n-2
C'est-a-dire supposons qué (b)= f(a)+...+ f "2(a) (tzn fl)l +I:f( )(t)(t()n _t)z) dt

Soitf de class€"surl. Sa fonction dérivéén —1)-iéme est une fonction continiiment dérivablelsur
Soit [a, b] un segment inclus dahs

o . b, (e .
Une intégration par parties pour calculefaf(” 1(t) )dt est envisageable avec

u' =(b‘t)n_2 ‘U =—(b_t)n_l
(t) ult) (=2

e (t(’n‘ e 1) (b(; ANy

La formule de Taylor avec reste intégral est éadl’ordre suivanh pour les fonctions de clas€8.
Elle I'est donc pour toute valeur de> . 1
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11.1. Soitf de class&€"surl. La fonction f ™ dérivéen-iéme def est une fonction continue shrde méme

que la fonction positi\/‘d (n)

La fonction‘f | est continue sur lintervalle fermé bor[u’e b] ,

Soit [a, b] un segment inclus danhs

gjulia2016

donc est bornée sur cet intervalle et y atteintbegaes. En particulier, elle est majorée et etieirst son

majorant. Il existe un réettD[a, b] : ‘f(”)(x)(s‘f(”)(cx pour tout réelx de [a, b]. Il suffit de poser :
M, =[f1(c)
.2. Sous les hypothéses de la question précédente :

0 e 12 ol o § o

Lan(b—t)”'ld __M, {_(b—t)“}b:'\/'n(b—a)”

N

or jj F0(t) b-t)"

(D e Ay ) ey e} R m

Partie C : un probleme de conditions aux bords

I. La fonctiong étant deux fois continiment dérivable, la fonctig[(x)zf;g(t)dt est une primitive de
sur [O ;1] et c’est une fonction trois fois contindmentiddile. L’ensemble des primitives desur [O ;1] est
I'ensemble des fonctions de clag®e x> g,(x)+ k ouk est une constante réelle.

f est une fonction vérifiant "(x) = g(x) si et seulement §i est une primitive dg sur [0;1] , c'est-a-dire une
fonction de la formex g, (x) + k

Ainsi, 'ensemble des fonctiongérifiant f "(x)= g(x) est I'ensemble des fonctions de cla€8eléfinies sur

[0:1] par:x— J;(J:g(t)dt + kjdu +k'= L:U:g(t)dtjdu + kx +k'olik’ sont deux constantes réelles.
_ k'=a
f(O)— 4 - 10 cu , systeme qui détermine les rélekstk’ :
t)=b ~ b= jo( [! g(t)dtjdu FkHK
x> f(x)= j:(_[:g(t)dt)du + ((b -a)- j;(j: g(t)dtjdujx +a est 'unique fonction recherchée.

II. En appliguant la formule de Taylor Lagrange a lterd4 sur [x, x—h] et sur [x,x+h] (ou
0<x-h<x+h<l)

f(x=h)=f(x)-hf '(x)+h—22 £(x) L O+ [ (4)(t)(><— h-tf

6 X 6
2 3 AT
f(X+ h): f(X)+ hf '(X)+h7 f "(X)+% f (S)(X)+Ixx+h f (4)(t)(X+ |’E]S t) dt
Par addition :
3 3
f(x+h)+ f(X_h)ZZf(X)+h2f"(x)+jxx_hf(“)(t)—(x_g_t) dt+jXX+hf(4)(t)(X+2_t) ot

Chacune des deux intégrales peut étre majorée :
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Quel que soit t de [x-hx ‘f(4)tX=|g"(t)|sM et -h®<(x-h-t’<0 donc:

Xx—h-t x t - x+h) Mh4
f(ngt-sL_h(t-Hh)"’dw [ v }

X
<
x=h

R

X

6

gjulia2016

Quel que soit de [x, x+h] : ‘f(4)(t)(=|g"(t]s M et 0<(x+h-t)*<h® donc:
(x+ h—t)“}x+h _Mh

x+h
di<|, 4 24

La somme des intégrales, en valeur absolue, getéagpar la somme de ces majorants :

Ix+h f (4)(t)(X+ h- t

X

X|X+h t|

M (x+h 3 _M
dt S?J‘x (X+h—t) dt—?|:_

X

3
J‘X_hf(4)(t)Mdt Ix+hf(4)(t)(x+h—t) gl Mh*
X 6 6 12
4
Finalement:‘f(x+h)+ f(x—h)—2f(x)—h2f"(x)(sMZZ , inégalit¢ qu'il reste & diviser membre &

membre par le réel _ positif h?.
gjulia2016

[11.1. Les relations2u; —u;; —u;,,; =b pouri=12,....,n permettront de déterminer le vect&jra condition
de satisfaire en outre deux conventions de nullité

Au rang 1:2u; —u, =u, — 1 g( 1 jza—( 1 g( 1 jzbl assure la convention de nullité au

(n+17 "(n+1 n+17 "\n+1
rang zéro.
. _ 1 n “b 1 n b | ion d llit
Au rangn: 2Un _Un+1—un+l_mg m = _Wg m =D, assure la convention de nullite
au rangn.
Pour2<isn-1: 2y —ui_l—uiﬂ:—ﬁg(%lj:bl
n+ n

[11.2. En tenant compte qulez%l; X, =ih : d’aprés la questiol de cette partie, pour tout=1...,n :
n

2
()
n+1

12

F () + f(x) - 2f(x)

=906 ) <, et par suite

n+1 12

or, f(x, )+ f(x,)-2f(x) sont les composantes deF tandis queA,U =B a pour composantes
1

i . B
Wg(n_ﬂJ pouri=2,...n-1

L
f(xi+1)+f(xi_l)—2f(xi)—( L ng(xi)(sM

&)
Les composantes d@(F -U )vérifient l'inégalité <<3+Jrl » pour tous ces rangs.
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2
Quant aux composantes de rang I eespectivement, ce sorft(x,)-2f(x,); f(xo)—(niﬂj alx) et

2
f(x,)-2f(x); f(xnﬂ)—(ij g(x,) (les réelsa et b sont comptabilisés _ dans une composante

n + 1 gjulia201
deB et non deA\U). Les composantes de rangs h dEAl(F -U )vérifient aussi l'inégalité.

[11.3. Concernant les composantes Ae(F —U) le maximum g de leurs valeurs absolues est tel que
M (h+1? _ ™M
X

. D’apres les résultats =
P s 12n+1)* 8  9gn+1)

ﬂgﬂ __delapartie A{f(x)-u|<
n+ Gjulia2016

[11.4. Cette méthode permet d’obtenir une approximatimerdte d’'une fonction connaissant sa dérivée
seconde et deux conditions aux bornes. Elle esttatia meilleure que le nombrede points de subdivision
est élevé.
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Illustration a I'aide d’'un programme

On suppose qu’'une certaine fonctma été definie. On a| egimvergjuiaz016
choisi ici la fonctiong(x) = 50sin(77x) . menE dak-sussmbie)

Puis on a résolu de fagon exacte I'équation difféede
y'-g(x)=0 avec deux conditions aux bornes, ¢

I'occurrencey(0)=2; y(1)=6. |

La résolution exacte est possible dans ce casrcagib
expliciter deux primitives successives d
a(x) =50sin(77x).

deSolve(y”*g(x)ZO and y(O)ZZ and y(l):6;xy)

Terminé

— -50- sinfz- x) S,

b

|

Le programme diffini ci-contre est doté de trois
arguments : I'entien, les valeurs aux bornesetb.
Il construit une approximation discrete ermpoints de la | |

solution exacte su0;1] de I'équation y"—g(x)=0avec | {o.07a965 1.1556
les conditions aux borneg(0)=a; y(1)=b. g
La matricem est la matricé\, du sujet.

La matrice colonne est la matric® obtenue erC.I11.1
Le programme construit la matrice des qui est
transformée en liste (listel) pour une exploitation
ultérieure.

On a exécuté ce programme avee5

diffini(5,2,6)
Terminé

diffini 3/8
[Define diﬂini{n,a,b)=
Prgm
Local m

constructMat (when (i=j,2,when(|i~7|=1,-1,0)),ijjm.n) —m
£
ntl/ |

11
1

constructMat

+a - c|
+b - c|

1,1
ml
mlcad

mat plist’ ((i) —d

c|

i
seq|——,i 1|z
n+l

EndPrgm

On peut comparer le graphique exact et le nuageidegs | fi(x
points reliés d'approximation de coordonnés 2

(Fean)- ol O\

(z,d)

Voici un graphiqgue analogue mais avec= 2
maintenant.

On observe une superposition plus flagrante dégtel |~ n2
brisée d’approximation sur le graphique « exact ».

X
0.1 [0.05 \(:/ 1.1

gilbertjulia2016

Naturellement, la méthode d'approximation présent
dans ce probleme est faite plutét pour des fonstatont
on ne sait pas expliciter de primitives ...

gilbertjulia2016
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